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PRÉFACE. 



Fi'Oiivrage que nous publions pourrait servir de premier 
volume à un Traité de Physique mathématique qui renfermerait 
tout ce que Ton sait de plus rigoureux dans cette branche des 
Mathématiques. Alors on donnerait au volume actuel ce titre : 
Méthodes d'intégrations en Physique mathématique. 

Les Traités qui se rapportent à ce sujet sont : la Théorie 
analytique de la chaleur, par Fourier ; la Théorie mathématique 
de la chaleur, par Poisson, et les Ouvrages de Lamé. 

Ce fut Fourier qui, par son Livre, contribua le plus à attirer 
l'attention des géomètres sur les méthodes d'intégrations en 
Physique mathématique. Il est vrai que Laplace, dans ses re- 
cherches sur l'attraction des sphéroïdes (Traité de Mécanique 
céleste, liv. III, chap. II), avait auparavant fait des intégrations 
beaucoup plus difficiles, et qu'on en peut dire autant des calculs 
de Poisson pour la détermination de la couche électrique sur deux 
sphères en présence {Mémoires de V Académie des Sciences, 
t. XII, 1811); mais on doit, ce me semble, remarquer que Laplace 
et Poisson, dans leurs intégrations, s'appuient sur la définition 
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analytique du potentiel qui satisfait à leurs équations, tandis que 
la température dont s'occupait Fourier était assujettie seulement 
à une équation aux différences partielles et à des conditions pour 
la surface ou pour l'instant initial. D'ailleurs le nombre des cas 
considérés par Fourier et leur simplicité même étaient bien faits 
pour faire comprendre la nouvelle branche d'Analyse qui se pré- 
sentait. 

Poisson publia, quelques années après Fourier, en i835, son 
Traité sur la Théorie mathématique de la chaleur. Il ne renferme 
rien d'important cjui ne se trouve dans son remarquable Mémoire 
sur la Distribution de la chaleur dans les corps solides ^ im- 
primé dans le XIX* Cahier du Journal de V Ecole Polytechnique. 
Ce Traité est d'une lecture très-pénible; car l'auteur n'a pas 
toujours pris le soin de séparer nettement les principes et les 
méthodes d'avec les calculs qui en sont la conséquence. Au reste, 
c'est moins par ses Livres que par ses Mémoires qu'il faut juger 
ce grand géomètre. 

Poisson termine son Traité par la recherche des températures 
du globe terrestre ; on ne saurait aujourd'hui ajouter quelque 
perfectionnement à cette question qu'en réunissant toutes les 
nouvelles données que les physiciens pourraient y apporter; 

Après Laplace, Fourier, Poisson, nous devons citer Lamé. 
Lamé a considérablement ajouté aux méthodes d'intégrations de 
la Physique ; il a publié toutes ses recherches sur la Physique ma- 
thématique en quatre Ouvrages distincts et avec une grande 
clarté; mais, préoccupé surtout d'exposer ses propres travaux, 
il ne s'est pas imposé de présenter les résultats de ses prédéces- 
seurs avec l'étendue qu'ils méritaient. 
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Comme on le verra, nous sommes revenu sur tous ces travaux, 
et nous avons cherché à exposer l'état actuel de la Science sur cette 
branche d'Analyse. Nous avons eu soin de traiter les questions 
qui se présentent successivement avec le plus d'uniformité possible, 
de mettre en relief les méthodes et d'éviter tout calcul qui soit 
sans intérêt mathématique. 

En effet, à mesure que le domaine de la Science s'agrandit, il 
faut en exposer les principes avec phis de clarté et de concision 
et supprimer les calculs habiles pour leur substituer des transfor- 
mations dont on doit rendre compte. C'est, par exemple, ce 
que l'on peut constater en comparant la Mécanique analytique 
de Lagrange aux Leçons de Jacobi sur le même sujet. Si l'on 
examine certains problèmes dans l'un et l'autre de ces Traités, 
on voit souvent que les résultats obtenus sont les mêmes ; mais 
ce qui fait la différence, c'est que, dans le second, les calculs sont 
faits entièrement d'après des règles posées d'avance. 

Mais notre but, en publiant ce Livre, est moins de perfectionner 
la Science que de l'empêcher <le reculer ; car il arrive parfois 
que la Science rétrograde. On ne pourrait donner d'exemple plus 
frappant que la théorie de la lumière. .Fresnel a découvert la 
surface de l'onde lumineuse qui est du quatrième degré ; Mac- 
CuUagh , Neumann, Lamé ont placé la vibration parallèle au plan 
de polarisation ; tous ces géomètres sont d'accord; mais 
maintenant, pour tous ceux qui écrivent sur cette question, ces 
résultats sont perdus ; chacun a sa théorie à soi et ne lit pas les 
autres. Pour eux, plus d'onde de Fresnel, plus de vibration 
située dans l'onde, plus de vibration parallèle au plan de pola- 
risation; et il n'y a pas deux auteurs qui puissent fournir les 



— VIII — 

mêmes formules à rexpérience. Je dois dire, toutefois, que, la 
théorie de la lumière n'exigeant aucune intégration, il n'en est 
nullement question dans ce Livre. 

J'ai exposé la substance principale de ce Livre pendant Tannée 
scolaire 1 867-1 868, dans un cours complémentaire delà Faculté 
des Sciences de Paris ; mais il importe de remarquer qu'un Livre 
est toujours bien supérieur au cours qui en est l'origine; et, 
d'ailleurs, en livrant cet Ouvrage à l'impression, j'ai mis tous 
mes soins pour en combler les lacunes et pour en faire un en- 
semble complet. 
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CHAPITRE PREMIER. 

EMPLOI DES SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES. 



CORDE VIBRANTE. 
INTÉGRATION PAR LES FONCTIONS ARBITRAIRES. 

1 . La première question de la Physique que les Géomètres ont sou- 
mise au calcul et résolue consiste dans la recherche des vibrations d'une 
corde tendue ou dans celle de la propagation du son dans un tuyau cy- 
lindrique; car» au point de vue de l'Analyse, ces deux problèmes sont 
entièrement semblables. C'est aussi par le problème de la corde vibrante 
que nous commencerons ce Traité. 

Considérons d'abord l'équilibre d'une corde quelconque. Désignons 
par 5 sa longueur, depuis son extrémité A jusqu'à un point arbitraire M; 
soieniXds, Yds, Zds les composantes» suivant les trois axes de coor- 
données pris rectangulaires des forces qui agissent sur l'élément de la 
corde de longueur ds^ et qui commence au point M; enfin représentons 
par.T la tension au point M. 

L'élément de la corde est non-seulement sollicité par les forces Xds, 
YdSf ZdSi mais encore par les tensions T et T + £?T qui agissent en sens 
contraire k ses extrémités, et il faut, pour l'équilibre de cet élémenti 
que Ton ait 
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Représentons-nous ensuite le mouvement d'une corde partout homo- 
gène et d'égale épaisseur; nommons £ la masse de la corde par unité de 
longueur, et, en appliquant le principe de d'Alembert, nous aurons pour 
les équations du mouvement, en désignant par t le temps, 



(^-.|?)..-..(Tg) 



o. 



Concevons maintenant {^g. i) une corde tendue d'abord suivant 
une droite que nous prenons pour l'axe <les x. La corde est fixée par 
ses extrémités A et B, et on l'écarté trçs-peu de sa position primitive en 
imprimant 

Fig. I. 
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des vitesses à ses difi^érents points. Si l'on fait abstraction des forces 
Xds, YdSf Zds comme étant négligeables, les équations précédentes se 
réduisent à 



t 



^r..-.(T$).„. 4r^_.(T^r)=„, 



,0 .f^„_,(T|) = „. 



do 



Cherchons à déterminer la tension. Désignons par h un élément CD 
de la corde en ligne droite ; sur la courbe ANB les points C et D viennent 
en c et d\ l'élément cJ est à trës-peu près parallèle à la droite AB. Des 
points c ei d abaissons sur AB les perpendiculaires ce' et dd\ et nous 
aurons pour l'accroissement de CD 

crf- CD = c'rf'- CD = Drf'- Ce'. 

Oi^ Ccf est \k projection sur Taxe AB du déplacement du point C \ nous 
le désignel^ons par u^ et Hd' est la même quantité pour le point D infi- 
niment Voisin : noue le désignerons par u!\ l'accroissement de la lon- 
gueur h est donc 
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par suite, raccroissement au point c par uoité de longueur est 

a' — 1* du 

h dx 

L'accroissement de la tension au point c est proportionnel à rallon- 
gement de la corde; donc, en désignant par Q la tension primitive qui 
était la même dans toute la longueur* on a 

(a) T = e-.6^. 

Xf y^ z sont les coordonnées variables du point c, et si Ton représente 
AC par a, la première coordonnée est 

(3) X ^^a-V u. 

Dans les équations (i), remplaçons T et a? parles expressions (2) et 
(3); aux dîfierentiations par rapport à $ nous pourrons substituer des 
diflférentiations par rapport a x^ et nous aurons les trois équations 

rf'M h d'à rf»r ô d^r d^z 6 d^^ 

di^ ~"e dx*' dt* ~6 dx*^ dl* "~ e dx* 

Les deux dernières équations se rapportent au mouvement transver- 
sal de la corde; la première se rapporte au mouvement longitudinal, 
c'est-à-dire dans la direction de la corde. 

2. Ces trois équations étant entièrement semblables» il suffit d'inté* 
grer l'une d'entre elles; considérons, par exemple, la troisième en» l'é- 
crivant 



(4) ^,=a^—r 



d}z __ ^ d}z 
di» ""^ dx' 



Posons f =-^ et elle deviendra 

a 

(5) tl^^ 

^ ' • dy" dx* 



I. 
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La première méthode que nous donnerons pour l^ntégrer repose sur 
le lemme suivant : 

Lehme. — Si â? ety désignent deux coordonnées rectangles et qu'on 
passe à de nouvelles coordonnées rectangles, les coefficients de l'expres- 
sion 

( \ k^^^ n ^^^ c^l^ n— F — 

^ ' dx^ dxdy dy* dx dy* 

se changeront comme ceux du polynôme 
En effet, employons les formules de transformation de coordonnées 

X = x'cosa — ysina, y = ar'sina -h/'cosa, 
desquelles on tire 

a:'=:arcosa -f-^sina, y = — orsina + jcosc^J 

alors on aura 

dv dv dv , I d , d\ 

_ = _cos«-^s.n« = ^cos«^,-s.n«^j., 

dv dv . dv [ , d d\ 

Pour prendre les dérivées secondes, il faut faire les mêmes opérations 
deux fois, et l'on aura symboliquement 



V l d . d\l d . d\ 



/ d . d\ 






d}v ( d . d\l . d d\ 

d'v ( . d , dy 

dP = V'"'' dP ^ '''''' dp)'- 
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Ces dérivées secondes se déduisent des formules qui expriment a?^, 
ccy, y^ au moyen de a?'% a?y, y^ en changeant les quantités 

x\ ^r> r*> ^'% ^y> y 

en les dérivées secondes 

II est aisé de conclure de Ik que si^ par la transformation de coordon- 
nées, le polynôme {h) se change en 

Texpression (a) se changera en 

On pourrait généraliser ce lemme en prenant, au lieu de Texpression (a), 
une autre qui renfermerait linéairement des dérivées d'ordre quelcon- 
que, mais nous n'avons pas besoin ici de cette généralisation. 
Première méthode. — Revenons à l'équation 

I 

et regardant x ^\.y comme deux coordonnées rectangulaires, passons à 
d'autres coordonnées semblables; nous avons a faire les mêmes calculs 
que s'il s'agissait de l'expression 

j» — ^» =: (j — a:) (j 4- or), 

qui, en prenant pour nouveaux axes les droites 

^— ^ = o et ^H-:r = o, 

qui sont rectangulaires, se réduit k 
m et n étant des constantes. 
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Donc on a, au lieu de Téquation (5), 



= o, 



dx*dy 

et Ton en conclut 

9 et i]/ étant deux fonctions arbitraires, ou 

;ï = F(a? — r)-4-/(a?-f-y), 

/et F étant deux autres fonctions arbitraires. 

Seconde méthode. — D'àlembert, qui a le premier intégré l'équation 
de la corde vibrante et trouvé l'expression précédente, a employé la 
méthode suivante, qui se trouve en tète du premier volume de ses Opus- 
cules. 

Il met Téquation (5) sous cette forme 

,dz ,dz 

djr dx 

dy dx 

et remarque qu'elle exprime que la quantité 

dz j ^^ -y 

dy dx ^ 

est la différentielle exacte d'une fonction de x et de y. On peut donc 
poser 

dz j dz j j 
_dx^-^dy = du; 

d^ailleurs on a 

dz J dz J , 

et en ajoutant ces deux équations, on obtient 



($-^è)''(*-^^)=''("+'')' 
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donc raccroissement infiniment petit de U'+-zest proportionnel à celui 
àex-h y; ainsi u hz ne dépend que de a?-+- j, et l'on peut poser 

En retranchant les deux équations que nous venons d'ajouter, on a 
aussi 



(5^-è)''(*-^)=''(«-^)' 



et Ton en conclut de même 

^ désignant une seconde fonction arbitraire, et par suite on a 
En remplaçant^ par a^ on a pour l'intégrale de l'équation (4) 

(A) z :=f{x -h at) -h F(x — at), 

/et F désignant deux fonctions arbitraires, moitiés des précédentes. 

3. Supposons que le déplacement et la vitesse de chaque point de la 
corde à l'instant initial soient situés dans le plan des zx, il ne restera 
plus qu'une équation pour le mouvement transversal, et nous allons dé- 
terminer les deux fonctions qui entrent dans l'expression de z au moyen 
des circonstances initiales. Dans le cas le plus général, on aurait à com- 
poser deux mouvements identiques à celui que nous considérons. 

dz 
Si le déplacement s et la vitesse ^ sont donnés à l'instant où t est 

ndt, et qil^on ait alors 

il résulte de l'expression trouvée pour z qu'on a 

f[x)-h¥{x)==<f(x), f{x)-r(x) = ^^(x). 



et il en résulte 
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De la seconde équation on conclut, c étant une certaine quantité ar- 
bitraire» 

f{^) = l [?(^) + ^ J +(^)rf^ J » 

La corde est comprise entre les deux points A et B situés sur Taxe 
des a?, lesquels ont pour abscisses a? = o et a? = t et les deux fonctions 
f{x) et ^j^(a?) ne sont données que de a?=:o tsLX = l; donc il faut sup- 
poser la limite c de l'intégrale précédente prise entre o et l, ou plus 
simplement = o. Mais les deux fonctions/(ar) et F(â?), données par les 
deux dernières formules, ne sont également connues qu'entre les li- 
mites o? = o et 07 = /. 

4. Cependant, pour que l'expression (A) de z ait une signification 
pour toute valeur du temps /, il faut que les fonctions /et F soient con- 
nues en dehors de ces limites, et nous allons montrer que la condition 
de la fixité des extrémités de la corde détermine ces deux fonctions dans 
toute l'étendue dea? = — oo àa? = -hoo. 

En exprimant que z est nul pour x = o etx = l, quel que soit /, nous 
avons 

/(/H-a0 4'F(/ — a/j:=o, 

et comme t a une valeur positive quelconque, nous pouvons remplacer 
at par la lettre u, et nous aurons, quelle que soit la quantité positive u, 

De l'équation {c) on conclut que, si l'on construit les deux courbes 

(b) Y = F(^), 
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sur les mêmes axes rectangulaires des x et des j^, l'une sera symétriqjue 
de l'autre par rapport à l'origine des coordonnées. 

Représentons d'abord sur deux figures distinctes ces deux courbes. 
Les deux fonctions /(â?) et F (a;) sont données dans l'intervalle de â; = o 
k a? = /; nous pouvons donc tracer les deux arcs CD et GH de ces deux 
courbes entre a; = o et a? = /, et les ordonnées OC et ED sont égales et de 
sens contraire respectivement à O'G et FH, parce que le déplacement 
(f[x) est nul aux extrémités, et qu'ainsi les deux fonctions/(a;) et F (a?) 
sont égales et de signe contraire pour a: = o et a? = /. 




Si l'on fait coïncider les axes de coordonnées, les deux courbes [à] et 
(6) doivent être symétriques l'une de l'autre par rapport k l'origine 0, 
et l'on en conclut 1 arc IC symétrique de GH et dont l'ordonnée 1K = DE; 
les deux courbes (a) et (6) sont donc maintenant connues àtœ = ^l 
k x = L 

Dans la formule {d) remplaçons u par u + /, et nous aurons 

et comme nous connaissons la fonction /{u) quand u varie de —/à 
+ /, nous la connaîtrons aussi maintenant entre les mêmes limites aug- 
mentées de a/, c'est-à-dire entre H- / et 4- 3/; en outre, la courbe entre 
ces limites se compose d'un second arc identique au premier avec les 
mêmes ordonnées. Remplaçons u par u-h 2I dans la dernière formule, 
nous aurons 
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et ainsi de suite. La courbe (a) est donc composée d'une infinité de fois 
le même arc du côté des x positifs^ et cette courbe n'a pas besoin d'être 
définie du côté des x négatifs au delà du point I, pour que la fonction 
f{x 4- at) qui figure dans la formule (Â) soit déterniinée; car dans cette 
formule x eit sont positifs. 

Les arcs identiques de la figure (a) se suivent bout à bout, mais aux 
points I, C, D et aux points homologues de cette figure il y a, en géné- 
ral, deux tangentes difierentes. 

Pour la figure (i), il suffit de rappeler qu'elle est la symétrique de 
la figure (a), ce qui la détermine entièrement du côté des x négatifs. 
Toutefois nous supposerons, comme il est permis, que les deux cour- 
bes (a), (6) sont prolongées dans les deux sens, du côté des x positifs et 
du côté des x négatifs, par la répétition du même arc. 

Par les figures (a) et (i), les deux fonctions/(jc) et F(a?) sont ac- 
tuellement définies depuis a? = — oo jusqu'à a? = -h qo , et Ton sait ce 
que représente Téquation (A) pour des valeurs quelconques de /; alors, 
comme les fonctions /(a?) et F (a?) conservent leur valeur quand on y 
remplace x par a? h- a/, il est clair que l'état vibratoire redeviendra le 
même après un temps T donné par 

aT = 2/, ou T=— ; 

a 

donc c'est la durée d'une vibration complète. 
L'équation 

(A) z —f[x -+- ai) -h F(ir — ai) 

représente le mouvement d'une corde terminée aux points A etB; mais 
il nous est aussi commode de la considérer comme donnant celui d'une 
corde infinie dont les points A et B sont fixes, et qui se confond avec 
la corde finie entre les points A et B. 

Pour avoir au temps t la forme de celte corde infinie, prenons dans la 
figure (a) sur les x positifs OP = a/, et dans la figure {h) sur les x né- 
gatifs 0'P'= a/. Portons la figure [h) sur la figure (a), en faisant coïn- 
cider les axes des x et mettant le point P' au point P que nous prendrons 
pour origine des x\ prenons uqe longueur x sur Ç^x à partir de P, les 
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ordonnées correspondantes des deux courbes seront/(it? 4- a^), F(a?— n^), 
et leur somme donnera l'ordonnée z de la corde au temps t. 

f[oo) et F(a7) sont deux fonctions qui ont ni pour période; donc z 
donné par l'équation (A) est une fonction périodique de x qui a la même 
période, et la courbe affectée par la corde est composée d'arcs identiques 
qui se projettent sur l'axe des x suivant une longueur a/, comme les 
courbes (a) et [b). 

Cette courbe a l'origine des coordonnées pour centre, et elle possède 
une inanité d'autres centres situés sur l'axe des x et distants entre eux 
d'une longueur /. 

En effet, dans l'équation (A) , changeons ^ en — a;, et désignons par z^ 
la valeur correspondante de z, nous aurons 

Zx =/(— a: -h a/) 4- F( — a: — aO -- — F( a? — ai) —f{x-^at) =—z; 

ce qui prouve que l'origine est un centre. Ensuite le point situé sur 
l'axe des x qui a / pour abscisse est un centre, parce qu'on a 

f{i-h-x-hat)-hF{l-^x — ai) = — ¥(l'-x — at)—f(l — x-hat). 

La courbe affectée par la corde, ayant ces deux centres, en a une in- 
anité en ligne droite et distants de /. 



INTÉGRATION AU MOTEN D'UNE SËRIE TRIGONOMËTRIQUE. 



5. Nous venons d'intégrer l'équation 

, , d^z . <Pz 

k Taide de fonctions arbitraires; nous allons ensuite montrer comment 
on peut satisfaire k cette équation et aux conditions initiales au moyen 
d'une série de sinus. 

Mais auparavant nous allons montrer comment on peut satisfaire à 
l'équation (i) par une solution particulière qui a été donnée d'abord par 
Taylor. 

2. 
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Si Ton prend pour z Texpression 

z==(Asin/n:r + Bcosm^)cosA/, 
et qu'on substitue dans Téquation (i)» on trouve 

— h^=:—a^m^, ou h^^zhamy 

et Ton obtient la solution particulière suivante : 

z = (Asinm^ + B cosmjr) cos ma/. 

Exprimant que les deux extrémités de la corde sont fixes, c'est-à-dire 
que z ou son premier facteur est nul pour a? = o et a? == /, cette solution 
se réduit à 

, . . . ittx ircat 

(2) z = Asm— T— cos— T— > 

I étant un nombre entier quelconque. 

Représentons-nous cet état vibratoire. Si Ton désigne par T la durée 
d'une vibration complète et par N le nombre des vibrations exécutées 
dans une seconde ou la hauteur du son, T sera donné parla formule 

inaT _ il 

— - — =27r, ou 1=— -o 
/ ai 

et Ton a, pour la hauteur du ^on, 

^^ T 2/ 

Le son le plus grave ou fondamental correspond à 7 = i et a pour va- 
leur -^9 et, si Ton prend ce son pour base, tous les états vibratoires dé- 
terminés par la formule (2) donnent des sons qui sont représentés par 
les nombres i, 2, 3, 4> • • • • 

On a obtenu l'équation {i) en posant 

i 

désignant la tension estimée sur toute la surface de la section droite, 
et € la masse de l'unité de longueur de la corde. 
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Imaginons que la section droite de la corde soit circulaire^ et que cette 
corde soit tendue par un poids P; le point A est supposé fixe, mais le 
point B mobile sur une petite poulie; toutefois son déplacement peut 
être négligé comme infiniment petit du second ordre, et il est permis 
d^appliquer les formules précédentes, ô est égal à P» et Ton a, pour la 
masse £ de l'unité de longueur de. la corde, 

e = -> 

g 

en désignant par r le rayon de la section, p la densité de la corde, ^ l'ac- 
célération due à la pesanteur, et n le rapport de la circonférence au dia- 
mètre; donc 

a* = r = — ^> 
e Tvr'p 

et Ton a, pour le son fondamental, 

in;, — * / ^ 



a ï / 



Trp 



formule que Ton vérifie dans les cours de pbysique. 

Les nœuds sont les points pour lesquels z est nul quel que soit l'in- 
stant du mouvement, et ils sont donnés par 

/ il 3/ (i—x)l 

l l l I 

enfin, pour une valeur quelconque de ^ la forme de la corde donnée 
par l'équation (a) est celle d'une courbe appelée trochoïde. 

La formule (2) de Taylor représente ce que l'on appelle un état vibra- 
toire simple^ et le son qui y correspond est un son simple. 

6. Nous allons maintenant montrer comment on peut considérer un 
état vibratoire quelconque de la corde comme la superposition d'un 
nombre infini d'états vibratoires simples, et nous aurons alors intégré 
l'équation 

dans toute la généralité voulue. C'est Daniel Bernoulli qui a reconnu 
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Ip premier que tout mouveiDent vibratoire d'une corde p$ut êtrp regardé 
comme résultant de la coexistence d'une infinité de mouvements sim- 
ples {Mémoires de l'Académie de Berlin, 1753). 
Posons 

2) z~ A,sm-j- cos h AaSin cos — ^ -4-. . . 

. . ÎTtx iitat 
+ ki sm —j-- cos — h . . . , 

ou, pour abréger, 

(2) '^^X A**^*"*""/" ^^^ ""T""' 

le signeN indiquant une sommation qui se rapporte ^ tous les entiers 1, 

depuis o jusqu'à Tinfinî. Chacun des termes satisfait à l'équation (i), 
donc leur somme y satisfait également; déplus, tous ces termes s'an- 
nulent pour a? = o et â? = /; donc la série précédente est nulle aux deux 
extrémités de la corde, et les conditions pour la fixité de ses extrémités 
sont satisfaites. 

Déterminons les coefficients A|- d'après la condition qu'à l'instant ini- 
tial la corde affecte la forme représentée par l'équation 

si nous faisons r = o dans la formule (2), nous aurons donc 

f 

(3) cf[x) — A,sin —p -4- AaSin — h. . .-f- A.sin— ^ — f-. • . . 



Pour obtenir un coefficient quelconque A/, multiplions les deux mem- 
bres par sin-^^^r, et intégrons dans toute l'étendue de la cord^ oi| 
de a? = o à a? = /; nous aurons 

X ilZX r* TZX ITtX 

(^{x)%m —j— dx z=: kl j sîn -^ sin — y- rf^ 

(4) \ -4- Aj I sin— — sm— J— ax 



+ . .. 






ki I sin* ^-p- rfj; H- . , . , 
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et nous allons démontrer que tous les termes du second membre sont 
nuls, excepté celui qui renferme A,- en facteur. 
On a, en effeti 



s.n ^ 



-rS'n-y---[cos j cos ^J; 



donc 



sm —7— sm — j— dxz=i -\ sm y— — : = 

o / / 2L / / 



— sm^— • ■ 



/ 



T-\: 



quantité nulle si les deux nombres entiers i et i' sont inégaux. 
Si i' est égal à i, on a 

j„ ^'"'-r''^=âX (.- ces -^] «/*=-, 

et Ton conclut de i'équation (4) 

(5) ^'"7/ ?(^)sin-Y-rf«; 

• 

donc l'expression (12) ne renferme plus rien d'inCobnU, et représente la 
solution cherchée. 

La formule (2) représente un mouvement vibratoire que Ton a obtenu 
en déplaçant la corde de la ligne droite sans impriiîier des vitesses ini- 
tiales. Car de la formule (2) on déduit 

dz TraV . . . iiix , inat 

et tous les termes de cette dérivée s'annulent pour / = o. 

dz 

Pour que ^ ne s'annule pas pour 1=^0^ il faudra introduire dans z 
des termes de la forme 

^ . ITTJI: . ITTfl/ 

Di sm -y- sm — T— 9 
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qui satisfont a Tequation (i) et aux conditions des extrémités^ et nous 
poserons 

sin -j- ( A,cos —. — h B,sin — ^ j • 

Si ^{x) désigne la vitesse de chaque point à l'instant initial^ on aura 

^{x)=: X B.isin-^ — 

En changeant dans la formule (5) y en ^p et A,- en r-^y on obtien- 

dra 



B/= : 1 d»(a?)sin— i— rfa:. 



Lagrange *a déterminé le premier les coefficients de cette série {voir le 
tome I de ses Œuvres^ p. 97). 

7. Si la fonction (p{x) est exprimable entre les limites o et / par 
une série de sinus de multiples de l'arc — ' il est évident que les coef- 
ficients de la série A^ A2, . . . peuvent être obtenus par la méthode que 
nous venons de donner. Mais on peut douter que cette fonction soit dé- 
veloppable suivant la série (3). 

Nous allons donc montrer comment Lagrange a prouvé qu'une fonc- 
tion arbitraire f{x) qui n'est assujettie à aucune définition analytique» 
mais qui n'a qu'une seule valeur pour chaque valeur de x entre o et /, 
et qui s'annule pour x = oetx = lf est développable entre o et / par 

une série de sinus d'arcs multiples de ^- 

Désignons par m un nombre entier et par y la fonction périodique 

(6) ^= Aism -y- 4- Aasm —. — hAjsm —j — h ... 4- A«,sin . » 

qui s'annule pour x = o et a? = /, et cherchons a déterminer les coeffi- 
cients A<, Aa, . . . , A;„ de manière que la courbe 

(7) r=9('^) 
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ait m + :2 points commuDS avec la courbe (6)» savoir ceux qui corres- 
pondent aux abscisses équidistantes 

/ 2/ ml , 

J? = O, X := » X =^ »'••» X := > X =z II 

mH-i m-hi m-f-i 

alors l'expression (6) représentera une formule d'interpolation. 
Les m coefficients sont évidemment donnés par les équations suivantes : 



= A.|Sm hAaSm 1-...-1- Arsm h...-hA„sin 

mH-i/ mH-i m 4- 1 m -f- 1 

91 | = A|Sm h Aism— -2^ h...-h ArSm 4-.,., 

^\mH-iy m 4-1 m 4-1 m 4-1 

/ 3/ \ . . Stt . 
^\/n4-i/ m 4-1 



m 4-1 



67: . , 3rk 

ssm 1-...4- ArSm h..., 

m 4-1 m 4- 1 



(ml \ . , tutt . . a/WTr . 
=:A|Sm h AaSm l-...4-ArSl 
m 4-1/ m 4- I m 4- I 



mrTT 
sin 



m 4- I 



Pour obtenir l'expression du coefficient Ar, on multipliera ces équa- 
tions respectivement par 

, rr .un: , Sr;: . mri: 

asin j 2sm > 2sm »•• ? xsin > 

m4-i m 4- 1 m 4- 1 m 4- 1 

et on les ajoutera; alors on aura 

mm 
sm 



m 4-1 



/ / \ . TTT / 2/ \ . arTT . . f ml \ , 

2(p ( )sin »-29( Jsin ; h. ..4- 29 — ; — )si 

^\m-hij m 4-1 ^\m4-i/ m4-i ^ \/i2 4- 1/ 

. / . TT . TTT . 27r . 2r7r , , ^^. mn . rm tt \ , 

= A, ( 2sin sm h 2sm sm i-...4-2sin sm )4-.. 

\ m 4-1 /n4-i m-hi m-hi /n4-i m4-i/ 

* / . , TTT . , 2r7r . , mrrc \ 

4-Ar| 2sm» h 2sm* h. . .4-2sm' | 4- 

\ m4-! m4-i m 4-1/ 

Or tous les coefficients disparaîtront du second membre, excepté A^; 
car si r' est différent de r, l'expression 

2sin sm h 2sm sm h . . . 

, m4-i m 4- 1 m4-i m 4- 1 

mrTC mr tt 

4-2sm sm — ; — . 

m 4- 1 m 4- 1 



- 18 — 
est nulle. En effet cette expression est la différence des deux sommes 

Cos — -4- COS ~^^ — -f- . . . -t- COS — i —y 

mH-i m-t-i m + i 

^9) \ (rH-r')7r 2(rH-r')7: m(r+r')7r 

ces ^ ^ -f- COS -^ — H- . . . -t- cos — ^ — 

m + I m -h I m -f- 1 

Or on a en général 

sin( m-h -| a 

cosM -h C0S2U 4- ... -I- cosmi/ = ^ 1 

2sin - u 

2 

comme il est aisé de le vérifier. Si nous faisons u = — ^^^ en supposant 
s entier, nous avons 

COS h COS h . . . -+- cos =± 9 

m-+-i m + i m-+-i 22 

en prenant pour le signe ambigu + le signe — ou + suivant que s est 
pair ou impair; or, remarquons que r—r'etr-hr' sont de même pa- 
rité; donc les sommes (9) sont égales, et l'expression (8), qui est leur 
différence, est nulle. 

Mais, si r' est égal à r, la première somme (9) est égale k m, et la se- 
conde se réduit à— ~ — ^ou à— i. Donc la formule qui donne A^ 
devient 

' " * . 2r7r 
sm 



m + 1 



A^ = 9 ) sin h 9 1 SI 

m -t- I L^ \/n H- ly m -t- 1 ^\m-f-i/ 

/ 5/ \ . *r7r I ml \ , mn: T 

-h çl — ^ — sm h.. .-i-9l Isin — ; — • 

Enfin portons les valeurs des coefficients déduits de cette formule dans 
l'expression (6), et nous aurons la formule d'interpolation cherchée, 
fort importante pour elle-même. 

Si nous supposons que m devienne excessivement grand, les deux 
courbes (6) et (7) seront très-rapprochées l'une de l'autre entre Tab- 
scisse a? = o et l'abscisse a?— /; enfin, si nous supposons m infini, les 
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àexxx eoDrbes auront rni nombre infini de points communs infiniment 
rapprochés» et elles coïncideront entièrement dans cet intervalle. Or, à 
la limite, la formule (6) devient une série d'un nombre infini de termes, 
et l'expression de A;, devient une intégrale définie. 
Posons 

/ .si 



m -+- 1 m -4- I 

et nous aurons 



kr=^\ (^[x)Slïi-^ dx\ 



en adoptant cette formule pour les coefficients, la fonction 9 [x) est donc 
exprimée par la série 

A,sm-y- -h Aism— ^ — h. . . + ArSin— . — h . . ., 
entre les limites a; = o et a; = /. 



EXEMPLE irUN MODE DE YIDRATION D'UNE CORDE. 

8. Si à l'instant initial la corde a reçu un déplacement 
sans aucune vitesse, le mouvement vibratoire est donné par les formules 

(i) 2 — \ A,sm— T- cos— ^) Afz=-j j 9(x)sm— y-air, 

et il n'est pas nécessaire, pour se représenter cette intégrale définie, que 
(p{x) soit une fonction analytique. Supposons que 9 (a?) soit donné par 
une courbe tracée entre x = o eta:=^l; puis construisons la trochoïdo 

dans le même intervalle, et multiplions les ordonnées de cette courbe par 

3. 
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les ordonnées correspondantes de la première, pour en faire celles d'une 
troisième courbe dont Téquation sera 

zr=z<p(ar)sm— 1-> 

et dont Taire, s'étendant de x = okx = lf sera la valeur de l'intégrale 
qui se trouve dans A/. 

Imaginons, par exemple, que Ton pince la corde en son milieu, de 
manière qu'elle forme les deux côtés d'un triangle isoscèle dont la base 
est / et la hauteur est h. La ligne 

représente les deux côtés de ce triangle; construisons-le, puis traçons 
la trochoide 

ITTJT 

z = sm — J'- 
entre G et /. Si { est pair, la trochoide renferme un nombre pair de si- 
nuosités; si I est impair, la trochoide renferme un nombre impair de 
sinuosités. Il en résulte que, si l'on construit la ligne 

, . . ÎTTX 
Z =:(jp(a:)sm —y—j 

dans le premier cas, l'aire de la courbe entre o et - est égale et de signe 

contraire à l'aire comprise de - à /; dans le second cas, ces deux aires 
sont égales et de même signe; donc on a 

A,- = o, si I est pair, 
A,==^ 1 <p(j?)sin— j- rfa:, si i est impair. 

Or (f[x) a une définition analytique entre o et -9 et l'on a 
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donc, si I est impair, on obtient 



/ 



, 8h r . ÎTZX , 



On a ensuite 



/. inx j l C j «^^ ^ / '^^ ^ • n:x\ . ^ 

prenant cette intégrale entre les limites o et - et se rappelant que i est 
impair, on obtient 



donc on a enfin 



/» . ITT 

T— - sm — ; 



, 8A . ITT 



et la formule (i) devient 

8Ar . Tzx Tzat I . 37ra: Zizat i . Stt^ Sîtci^ 
2 = — - 1 sin -7- cos —7 ^ sin — r- cos — ; h :^ sm — j— cos 



•at 1 



Cette série est trës-convergente et l'on entendra surtout le son fonda- 
mental donné par le premier terme. 

En général, quand on fait vibrer une corde, Toreille entend non-seu- 
lemeûl le son résultant, mais elle décompose ce son et perçoit les pre- 
miers harmoniques donnés par le premier terme, par le deuxième, par 
le troisième, etc., et elle en distingue un nombre plus ou moins grand 
selon les cas. Daniel Bernoulli a voulu expliquer ce fait par la coexis- 
tence des petits mouvements; la droite qui joint les extrémités de la 
corde servirait d'axe à un premier mouvement qui donnerait le son fon- 
damental; mais, dans ce mouvement, la corde, s'écartant très-peu de la 
ligne droite, servirait d'axe au mouvement donné par le second terme, 
qui aurait un nœud sur cet axe; la nouvelle courbe servirait d'axe à un 
troisième mouvement donné par le troisième terme, et ainsi de suite. 
Mais cette explication n'est fondée sur aucune raison tirée de la Méca- 
nique, et il faut tout simplement attribuer cette perception des sons à 
un effet physiologique produit dans notre oreille. 
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SUR LA CHALEUR DES CORPS SOLIDES. 

DÉFINITIONS RELATIVES A LA THËORIE DE LA CHALEUR. 

9. Avant d'aborder aucun problème de la théorie de la chaleur» il 
importe d'indiquer quelques définitions et quelques principes. 

Considérons un corps solide homogëne isotrope, c'est-à-dire dans 
lequel la propagation de la chaleur s'effectue de la même manière dans 
tous les sens. Imaginons un mur de ce corps compris entre deux plans 
parallèles et indéfinis, d'épaisseurs, et dont les températures des faces 
sont constantes et désignées par aet b^ a étant > b. 

Si l'on désigne par q la conductibilité qui varie avec la substance du 
corps, la quantité de chaleur qui traverse dans Tunité de temps la sur- 
face A menée parallèlement entre lesfaces du mur est 

(0 ^^—v' 

comme on l'explique dans les cours de Physique. Donc le coefficient de 
conductibilité q est la quantité de chaleur qui traverse, pendant l'unité 
de temps, l'unité de surface dans un mur d'épaisseur égale à l'unité, et 
dont la température des faces diflère de i degré. 

Imaginons ensuite un corps quelconque dont la température V, va- 
riant d'un pointa un autre, est, par conséquent, une fonction des coor- 
données a?, j, z du point auquel elle se rapporte. Considérons dans son 
intérieur un élément plan quelconque gt; désignons par N la normale 
abaissée d'un point fixe sur le plan de cet élément, et par rfN l'accrois- 
sement de la normale pour l'élément parallèle infiniment voisin qui se 
projette sur a, V étant la température sur l'élément o-, V-h rfV est celle 
de l'élément parallèle, et il résulte de la formule (i) que le flux de cha- 
leur qui traverse l'élément a dans le sens de raccroissement de la nor- 
male et pendant l'unité de temps est égal à 

V— (V-f-rfV) rfV 

^^ ^N =~^^5n' 



SI 



la température des points est permanente. Mais si la température varie 
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à chaque instant^ on considérera le flux de chaleur pendant Tinstant dt 
qui est 

(2) ""'^5n 



ÉQUATION AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES QUI RÉGIT LA TEMPÉRATURE D'UN CORPS 

ET ÉQUATION A LA SURFACE. 

10. Les axes de coordonnées étant pris rectangulaires» considérons 
dans un corps isotrope un élément parallélépipédique dont les arêtes 
soient parallèles aux axes de coordonnées. Il résulte de la formule (2) 
que la quantité de chaleur qui traverse la face dydz la plus proche de 
Torigine est 

cette chaleur entre dans le volume élémentaire; la quantité de chaleur 
qui traverse la face parallèle et qui sort de ce volume est 



-^^rdz[^l + ^.da)dt'. 



d'où résulte, pour l'élément parallélépipédique, un accroissement de 
chaleur égal à . 

rf*V 

qdxdydz -t— ^ dt. 

Be la même manière, en considérant les deux autres couples de faces 
parallèles, on trouve les deux accroissements de quantité de chaleur 

qdxdydz ^ dt, q dx dydz -^ dt. 

d\ 

Ce gain élève la température de Télémeat de -^ dt, et Taccroisse- 
ment de chaleur de l'élément est 

rfV 

Cp-^dtdxdydz, 
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C étant la chaleur spécifique et p la deusité. Et, en égalant l'expression 
de ce gain à la somme des trois premiers, on a l'équation de Fourier 

rf» V d'Y d'Y _j^dy 
dans laquelle on fait 

Telle est Téquation aux difTérences partielles à laquelle satisfait la 
température. Si le corps est en équilibre de température, V ne varie plus 
avec /, et cette équation devient 

rf»V rf'V rf»V_ 

dx* dy^ dz^ 

11. Supposons un corps plongé dans un espace dont la température 
est 6; la température Y en un point quelconque du corps satisfait à 
l'équation (3); mais il faut en outre exprimer la loi du rayonnement 
du corps dans l'espace où il est plongé. 

Si nous considérons un élément a de la surface du corps, ce corps 
perdra dans le temps dt par cet élément une quantité de chaleur égale 
à adt multiplié par le pouvoir émissif lo de l'élément, et par l'excès de 
la température de l'élément sur celle du milieu environnant, c'est-à- 
dire une quantité de chaleur 

du moins tant que V — 6 ne sera pas trës-grand, on pourra admettre 
cette formule, en supposant y? constant. D'ailleurs, cette quantité est 
égale à l'expression du flux de chaleur qui traverse l'élément da^ et qui 
est, en désignant par dn l'élément de normale à la surface menée vers 
l'extérieur. 

On a donc sur toute la surface 

rfV n ,xr n^ 

- + -iY-e)=o. 

et cette équation, à laquelle Y satisfait, est dite la condition à la surface. 
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PBSMIER PROBLÈME RËSOLU PAR FOURIER DANS LA THËORIE DE LA CHALEUR. 

12. Nous allons considérer le premier problème qui s'est présenté k 
Fourier dans la théorie de la chaleur; ce problème, très-simple, peut pa- 
raître d'abord peu intéressant par lui-même, mais il est au contraire 
beaucoup plus instructif que ne le serait une question plus compli- 
quée. 

On a une lame indéfinie d'une épaisseur uniforme, dont les deux cô- 
tés parallèles B et G {fig. 3) sont entretenus à la température zéro; de 
plus, l'extrémité A rectangulaire sur B et G est constamment échauffée 
par une cause extérieure invariable, en sorte que la température d'un 
point quelconque de A est exprimée par une fonction donnée /(a?), x 
étant la distance de ce point à l'extrémité d. On suppose les deux sur- 
faces imperméables à la chaleur; le corps tendra vers un certain état 
de température qui est celui de l'équilibre, et qu'on demande de dé- 
terminer. 





Fig. 


3. 


y 






B 




c 



Les droites A et B étant prises pour axes des x et des j, désignons 
par y la température de la lame au point quelconque {x^ y)\ comme 
nous n'avons que deux dimensions, cette température satisfait à l'équa- 
tion 

rf»V rf»V 

En choisissant convenablement l'unité de longueur, on peut suppo- 
ser d€^=n. Gherchons d*abord une solution qui satisfasse à l'équation ( i ) 
et qui s'annule sur les côtés B et G, ou pour a; = o et a? = tt; la for- 
mule 

dans laquelle on prend pourm un nombre entier positif quelconque, 

4 
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est uDe telle solution. 11 est d'ailleurs évident qu'on ne peut y supposer 
m négatif qui donnerait à V une valeur infinie pour j^ = oo . 
Faisons la somme d'une infinité de ces solutions en posant 

nous obtenons une nouvelle solution qui satisfait aux mêmes conditions, 
et prenant cette série pour solution générale, déterminons les coeffi- 
cients a^, a^,... d'après la condition que pour j = o elle se réduise à 
/(d?) entre a? = o et ^ = tt, ou de manière qu'on ait 

(2) /(s) =: atfAnx -h atsin^x 4-. . .4-a/sini>H-. . ., 

quand a; varie de o à tt. Nous savons (n^ 6) que l'on obtient les coeffi- 
cients ai de cette série en multipliant les deux membres par siuixdx 
et intégrant de o à tt, et l'on a 

ai=: - I f{x)sinixdx, 

ou, en remplaçant pour la commodité œ par a, 

(3) ai—-! f(oc)sïniada. 

On a par conséquent 

~V = tffsin^ i /(a)sinarfa -h e-*vsin2jc 1 /(ajsinaarfa 

(4) ■' ''• -^^ 



f{(x)s\nia, 

o 



-he-*rs\nix j fia)siniocd(z -\- 

o 



Avant d'étudier avec plus de soin le cas général, considérons le cas 
particulier où /(^r) se réduit à l'unité entre œ = o et x = n, eu sorte 
que tous les points du côté A sont entretenus à une même température 
que l'on prend pour unité. 

On a alors 



1 C^ 

a,= -^ I siniada, 
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et par suite 

m = o si I est pair; a,- := —. si i est impair, 
et il en résulte 

(5) -zW =i€rxs\ïix -^ — ^— sinSj: H — ^ sino.r ^ sin7^ H-. . • ; 

'4 ^ ^ 7 

en outre Téquation (2) devient 

-7 =:sinar 4- tt sinSo; -h p sinSo: 4-. . . . 
4 «^ ^ 

Nous avons vu (n** 2) que l'intégrale de l'équation 

d^z ,d*z _ 

dy^ dx^ ~ 



•I 



est 

(f %i ^ désignant deux fonctions arbitraires; donc en changeant a en 
\/— I, on voit que l'intégrale de l'équation (i) est 

(6) V= (^[y -^-xyl—i) -h ^{y — x^—i). 

Donc nous devons pouvoir mettre la solution (5) sous cette forme. Pour 
y arriver, écrivons-la ainsi 



-V = e-''COs(- — a:j — ^ c-VcosSf - — arJH-^ e~»^cos5( - — ;r|~ 



4 



Remplaçons les cosinus par leurs valeurs en exponentielles imagi- 
nairesy et nous avons 

-Virre ^ *^ — ô« ^ 4- ■= e ^ '^ — ... 

2 3 5 



~3^ 



4. 
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ou 



-V = arclangLe ^ *'' jH-arclangL« \ »/ J. 

Donc y est de la forme (6). Désignons par p et q les deux termes du 
second membre de la dernière formule, et nous aurons 

-V=:/? + g, langp — e ^ '^ , langç = e ^ *^ , 



la„g(;,+9) = i^2?^+4Ml:^ 



26"i^cos(a; j 



2sm^ 



I — iangp langg i — e-v e/ — é?-^ 

et enfin 



-V=rarclang(^^^-^j-, 



on parvient donc à une expression de Y soùs forme finie. 

Il est bon de vérifier que cette formule satisfait aux conditions des 
limites. Or, on voit que le second membre se réduit à o pour a? = o et 

^ = TT, et à - pour j= o; donc V est nul sur les côtés B et C, et égal à 



* TT 
2 

Tunité sur le côté A. 



13. Revenons au cas général. La formule (/|) peut s'écrire 

- V= I /(a)[6-^sin^sina-f-e-vsin2:rsîn2aH-...4-e-*'>sini:Psin/a-h...]rfa, 



ou 

[e--''[cos(^ — a) — cos(:c -*-«)] 
-he-9'[cos2(j:— a)— cos2(^-f-a)] -f . . . | rfa, 
-h e-'>[cosi(a: — a) — cosi{x -\- a)] -f-. . . 



Pour abréger, posons 



- -+- e-^cosÂ -h e-'^cos2Ar-i-e-»/cos3/r 4-. . .z=:(p(/f). 
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il en résultera 



Or on a 



/r-(/-»-*/^) e-(x-W^') er—e-J^ 

= I H- , . — V 4- 



Donc, d'après la formule (7), on a pour V l'expression 

(8) v=^^-=^^ rV(«)r-T 7^ ^ ;--T 7-" \ 1^«. 

^ ' ^T^ Jo l^eT — icosix — a) -h e^^ e^ — 2C0s(ar -f- aj + é?"/J 

qui est la solution cherchée sous forme finie. 

Cherchons a vérifier que cette expression de V se réduit à /(a?) sur 
toute la longueur du côté A, c'est-à-dire pour j = o et entre a? = o et 

H semhle d'abord que Y soit nul pour j^ = 0, à cause du facteur 

qui s'annule; si donc Y n'est pas égal à o, c'est que l'un des éléments 
de l'intégrale est infini. Comme œ est renfermé entre o et tt, et que a 
est une quantité variable comprise dans les mêmes limites, on ne peut 
avoir 

cos(a: -ha) = I, 

et la seconde fraction entre crochets ne peut devenir infinie pour j^ == o; 
il suffit donc d'examiner la première partie de la formule (8) 

— / /(«■) "; ^"7 r~. zda* 

2^Jo er — acos(^ — a) 4-e-/ 

Si y est nul, le dénominateur ne sera nul que pour a = o?, et si y 



- 30 - 

est excessivement petit, le dénominateur le sera aussi, à cenditioa qu'on 
fasse 

CL — X zrzz 

avec z très-petit; alors, prenant z pour variable, on aura 

— ff{x-hz) "—-^ -dz. 

Désignons par e une quantité infiniment petite, il suffira de prendre 
cette intégrale entre les limites — £ et + s; on pourra donc aussi mettre 
f{x) au lieu de f[x -h 2), et Ton aura 

(9, /(?jr' L^^iî dz, 

y étant infiniment petit, on peut poser 

et comme z est aussi infiniment petit, on peut prendre 



z^ 

COSZ = 1 ï 

1 



puis, en négligeant les infiniment petits d'ordres supérieurs, on a 
donc Texpression (9) devient 



(10) 



f{x) C rdz 






y^-i- z^ 



Comme y est infiniment petit, en général l'intégrale 

Ç rdz 

J y'-hz' 



- 31 - 

ne peut avoir de valeur sensible que par l'élément qui renferme une 
valeur iofinimeut petite de 2; à l'expression (10) on peut donc substi- 
tua 






— 00 J 



Donc TexpressioD (8) se réduit effectivement à la fonetion arbitraire 
f{x) pour y=:o; or cette expression n'est pas autre chose qu'une 

transformation de la série (4) divisée par -? qui se réduit pour j = o à 

2 /•'^ 2 r^ 

sinar- I /(a)sinarfa + sinao; - / /(a)sin2arfa -h. . .; 

donc il est prouvé a posteHori que cette série représente la fonction 
arbitraire/(â?). Ainsi nous reconnaissons de nouveau qu'une fonction 
arbitraire est exprimable par une série de sinus entre les limites o et ti. 
Cette démonstration a été donnée par Poisson, mais sans la déduire du 
problème de Fourier. 

14. Nous avons vu, dans l'étude de la corde vibrante, qu'une fonction 
arbitraire qui n'a qu'une valeur pour chaque valeur de a?, et qui s'an- 
nule pour a; == o et â? = /, est exprimable entre o et / par la série 

. Tzx . 7.t:x . ir.x . 

a.sin -j- -h «îSm— 2 h. . .4- aisxn— — }-. . , 

et, par conséquent, si / == tt, par la série 

axSiïix 'h aiS\ïi2.x-\' . . . 

On voit maintenant que la même propriété a lieu pour une fonction ar- 
bitraire quelconque donnée entre o et tt, et quand même elle ne s'annule 
pas pour a; = o et o: — tt. 
Écrivons l'équation 
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elle représente entre o et ir un arc AB (fig. 4)f dont les ordonnées sont 
les valeurs données de la fonction/(a?) entre x = oelx = n; ensuite on 
a entre o et — ir un arc A'B' symétrique de l'arc AB par rapport à l'ori- 
gine des coordonnées. Faisons glisser la figure formée par ces deux arcs 
suivant Taxe des x à une distance 2nf puis à une distance 4^» ^tc; 
nous obtiendrons ainsi une infinité d'arcs identiques, et les ordonnées 
resteront les mêmes pour un accroissement 21: de l'abscisse. Enfin je 
dis que les droites A A', BD, EF, etc., perpendiculaires à l'axe des x, 
doivent être considérées comme faisant partie du lieu. 
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En effet l'équation (B) doit être regardée comme la limite de l'équa- 
tion 

quand le nombre entier i croit indéfiniment. Or cette dernière équa- 
tion appartient k une ligne courbe qui passe alternativement au-dessus 
et au-dessous de l'axe des a?, en le rencontrant aux points qui ont pour 
abscisses 

o, db 7:, it:27r, ±3;:,..., 

et k mesure que le nombre des termes augmente, la courbe se rapproche 
des arcs AB, DE, FG, ... ; k la limite, ce lieu doit joindre les points A\ 
0, A; puis les points B, C, D, etc., et ce ne peut être que par les 
droites AA', BD, ÈF, etc. 
La série 

représente /{x) pour toutes les valeurs de o?, de o a tt, excepté pour 



'♦» 
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leslimiles mêmes o et n, où elle s'annule, tandis que /(a?) prend les 
valeurs indiquées par les deux ordonnées OA et CB. Il faut s'expliquer 
cette variation brusque de la valeur de la série. Or cette série est égale 
à la limite de l'expression (8) quand y tend vers o, et pour ces valeurs 
extrêmes de x la seconde partie n'est plus à négliger; car pour x = o 
la seconde fraction entre crochets devient infinie si l'on fait a = o, et 
pour x = t: elle devient aussi infinie si l'on fait a = 71; donc sous le 

signe / on a deux éléments dont la valeur séparément n'est pas négli- 
geable, mais qui s'entre-détruisent. On comprend donc comment la 
valeur de la série est nulle aux deux limites. 



REPRÉSENTATION D'UNE FONCTION ARBITRAIRE PAR UNE SÉRIE 

TRIGONOMÉTRIQUE. 



15. Montrons maintenant comment une fonction arbitraire V{x) 
donnée entre les limites — tt et -h tt de la variable peut se développer 
en une série de sinus et de cosinus, de manière qu'on ait 

^, , \ kiSlxïx -h kiSiniix -h. . .-h^ AiSinix -h. . . 
^ ' ^ ^ j -4-B«H-BiC0s:r 4-B,cos2a: 4. . .-f-B,cosi:r -h 

Pour déterminer les coefficients, multiplions d'abord par si nia? «^o; et 
intégrons de — tt à -h rr; on a les deux égalités 

sinixsini^xdx = o, j sinixcosi' xclx = o, 



«/ — TT •^ — 71 



et dans la première i' est différent de i, mais la seconde subsiste même 
pour le cas de i' = i; on en conclut facilement pour le coefficient A^ 

c) Al— - ( ¥[x)fi\i\ixdx, 

Kn multipliant les deux membres de la formule (a) par cosixdx^ et in- 

5 
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tégrant de — tt à -+- tt, on trouve de même 



(d) B/=:-/ V(x)cosixdx, 

en se fondant sur la seconde égalité (6), et sur cette autre 

I cos ix cos r xdx=^Oy 



»/ — TT 



où l'on suppose le nombre entier V différent de i. Toutefois B© s'obtient 
en multipliant par dx et intégrant entre les mêmes limites» de sorte 
qu'on a 

B.r=:— f F{x)dx, 

et que ce coefficient est moitié de la valeur que donnerait la for- 
mule {d). 

Mettons dans les intégrales définies la lettre a au lieu de x, puis sub- 
stituons dans la formule (a) à la place des coefficients leurs valeurs, et 
nous aurons la formule de Fourier, qui peut s'écrire 

_, , I r'„, I --|~cos^cosa-f-cos2xcos2a-f-cos3j7COs3a4-... I j 
"'" L -f- 6in^sina+ sin2a:sln2a-f- sin3a7sin3a-4-... J 



ou 



(e) V(x)=:-j F(a) - -hcos(a--a:) 4-.. .-4- cosn(a — ^) 4-. . . rfa. 

Et, si f{x) est développable entre — tt et 4- tt d'après la formule (a), on 
a aussi cette dernière formule; mais pour démontrer que ce développe- 
ment est possible, il est nécessaire de prouver que le second membre 
de l'équation (e) est bien égal à F (a?). 

Pour obtenir cette démonstration, cherchons la limite de l'expres- 
sion 

- / F(a) - 4- e-^cos{(x — x) -{- e^vcoS2[a — x) 4-. . . rfa 
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ou de 



1 C" 



F(a)9(a — x)da, 



quand y tend verso. Remplaçant (p{a — œ) par sa valeur (n^ 13), on a 
pour cette intégrale 



(P) 






Pour prouver qu'elle représente Y[x) pour j' = o, on n'a qu'a reprendre 
le raisonnement du n'^ 13. On remarque donc qu'il n'y a d'éléments qui 
puissent donner une valeur sensible à l'intégrale que ceux pour lesquels 
a est très-peu différent de œx en posant a =a? H- jz on transforme l'expres- 
sion (Pj en 



(R) 



quand y est infiniment petit, et Ton reconnaît comme précédemment 
que cette dernière formule se réduit alors à Y[x). 
Si nous voulons nous représenter le lieu donné par l'équation 

Al smx -f- Aa sina^ -f- . . . 

-l-Bo-+-B,COS^ 4- B3C0S2^ -h. . ., 

nous trouvons que ce lieu est composé d'une infinité d'arcs égaux [Jîg. 5) 
qui se projettent entre — ;r et + tt, ;r et 3;r, 3?: et 5;:, elc. 

Flff. 5. 

D 




En général» les extrémités de ces arcs ne se touchent pas et alors la 
série ne représente plus f{oc) aux limites mêmes a: = — Tretir=:-f-;r, 

ou la demi-somme des ordonnées BI et CI. 



mais -^—^ ^ • 



5. 
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En effet, si x est égal à n, le dénominateur de Tintégrale (P), où Ton 
fait 7 = 0, s'annule pour deux valeurs a=r4-7reta = — Tret non plus 
pour une seule valeur de a, comprise entre — tt et h-tt; ainsi nous 
aurons k considérer deux portions élémentaires de l'intégrale : celle 
pour laquelle a = n — z et celle pour laquelle a = — ;: + z, z étant un 
infiniment petit positif, et au lieu de l'expression (R) nous aurons 

Si nous voulons exprimer une fonction arbitraire entre les limites — / 
et H- / par une série trigonométrique, nous poserons dans la formule {e) 

Tzz 7r(3 



et nous aurons 



''{t) = 7/.>(t)[^-7'?-"--T(^-'> 



« • ■ 



rf(3; 



remplaçons F( — ) pî^>*/(^)« puis la lettre z par x, et nous aurons 

•/W=7/^/((3)[^-f-cos^(P-.r)+cos^((3-^)H-...]e/3. 

Nous avons exposé dans ce qui précède les problèmes de Physique 
mathématique pour lesquels les séries trigonométriques ont été ima- 
ginées; elles y ont été considérées par Daniel BernouUi, Euler, La- 
grange, Fourier. Nous avons suivi pas à pas l'histoire de la science; c'est 
qu'en effet l'introduction des séries trigonométriques dans l'Analyse 
ne devait naître que de ces problèmes ou de semblables tirés de la Phy- 
sique. Ces séries ne sont d'ailleurs qu'un cas très-particulier de celles 
que nous rencontrerons dans la suite de ce Traité. 
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CHAPITRE IL 



DES SURFACES ISOTHERMES ET DES COORDONNÉES CURVILIGNES. 



CARACTÈRES GfiNÉRAUX DES SURFACES ISOTHERMES. 

16. Considérons un corps en équilibre de température, et désignons 
par V la température en un point quelconque (^,y, z); les axes de coor- 
données étant rectangulaires, elle satisfait à l'équation 

d'Y rf»V rf^V 

1 1- -• zzr O * 

dx^ dj-' dz' ' 

supposons que Y soit connu, et que Ton ait 

v=:F(^,r, -z); 

alors en posant 

F(jt, r, a) = e, 

• 

si £ est une constante donnée, on aura une surface sur laquelle tous les 
points seront à la même température, et si Ton regarde £ comme un pa- 
ramètre variable, on aura une famille de surfaces que M. Lamé appelle 
surfaces isothermes^ et £ est dit par lui \q paramètre thermométrique. 

Il ne faudra pas perdre de vue que des surfaces que nous appelle- 
rons isothermes n'auront pas ordinairement, au moment où on les 
emploiera, chacune une même température; mais elles jouiront seule-* 
ment de la propriété de pouvoir s'y trouver dans un certain équilibre 
de température. 

Supposons une famille de surfaces donnée par une seule équation 
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renfermant un paramètre^; résolvons cette équation par rapport à ce 
paramètre de manière à la mettre sous la forme 

9(a:,7, z) — le; 

si cette équation représente une famille de surfaces isothermes» k ne 
sera pas en général le paramètre thermométrique, mais une fonction de 
ce paramètre. Prenons des exemples. 

Considérons les cylindreshyperboliques semblables donnés par Téqua- 
tion 

(i) x^ — jr' — aH; 

si nous tirons de là la valeur de £, nous trouvons qu*elle satisfait à 
l'équation 

, , d'Y d'Y 

^ ' dx^ dy^ ' 

et, par conséquent, non-seulement Téquation (i) représente une fa- 
mille de surfaces isothermes, mais £ est un paramètre thermométrique, 
et tons ces cylindres pourraient se trouver à une température indiquée 
par £. 
Considérons ensuite les cylindres circulaires de même axe 

x^ -^y^-r-. à*k; 

il est évident que tous ces cylindres sont isothermes, et cependant k 
n'est pas un paramètre thermométrique, puisque x^-^y^ ne satisfait 
pas à Téquation (a). Mais prenons les logarithmes des deux membres, 
nous aurons 

log{x^ -f-/^) — log/f -4- aloga, 

et log* représente un paramètre thermométrique; car en posant 

V = log(x''hx') — aloga, 

on a 

rf>V r' — ^' d^y x^—r* 

dx^ (x^'-hx*)' dy^ (x'-^-y^y 
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et, par conséquent, Y satisfait a Téquation (2). Posons 

et nous aurons, en désignant par e la base des logarithmes népériens, 
l'équation des cylindres isothermes 



dans laquelle s représente le paramètre thermométrique. 
17. Il est donc important, lorsqu'une équation 

(3) F(jc,/, 2, /f): -0 

est donnée et qu'elle renferme un paramètre A, de savoir reconnaître si 
elle représente une famille de surfaces isothermes. 

L'équation (3) représente une famille de surfaces isothermes, si l'on 
peut imaginer un corps solide en équilibre de température, et dans 
lequel chaque surface (3) ait une température stationnaire et la même 
dans toute son étendue. Donc, pour une de ces surfaces, la tempéra- 
ture y et le paramètre h sont invariables, et ces deux quantités varient 
au contraire toutes deux quand on passe d'une surface à la surface infi- 
niment voisine; Y ne dépend donc que de k. 

Le corps imaginé étant en équilibre de température, on a 

,., rf^V rf'V rf'V 



et l'on a ensuite 



~ dk dx' dx^ "" dk dx' "^ dk' \dx) \ 



rfV rfV dk 
dx 



l'équation (4) peut donc s'écrire 

d\(d}± ±k d'k\ d'\_\(dk\' fdky /dk\n 
dk\dx''^dx''^dr^)'^dk'l\di) "^UrJ '^ \5?j J""''' 

Posons en général, quel que soitu. 



d^u d^u d^u 



dx^ djr* dz 



'=-". \/(2)'-(|)"-(S)"-"'. 
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et nous aurons 

AA* rf'V rfV 



or, le second membre ne dépend que de k par hypothèse; donc le pre- 
mier doit n'être aussi fonction que de k. Ainsi, la condition pour que 
l'équation (3) représente des familles isothermes est que le rapport 

AA- 



(Dky 

ne dépende que de k. Telle est la règle donnée par M. Lamé. 

Proposons-nous ensuite de trouver le paramètre thermométrique. 

Après avoir calculé le rapport précédent, posons, <p' étant la dérivée 
de <p, fonction de^, 

AA- _cp' 



— > 



(DA)' 9 

nous en déduirons 9, et nous aurons ensuite Y par Téquation 

rf'V 
9' dh' ,d\ d'\ 

(p c/V ' ' dk ^ dli^ ' 



dk 



nous tirerons de là 



cp^^-^C, V-Cj-4-C, 



C et G' étant deux constantes arbitraires. Cette expression qui repré- 
sente la température est, d'après ce que nous avons dit, le paramètre 
thermométrique; donc ce paramètre n'est pas entièrement déterminé; 
mais 6 étant l'une de ses valeurs, elles sont toutes renfermées dans 
l'expression 

Cs-f-C, 

C et C étant des constantes quelconques. 

18. Pour donner une application simple et remarquable de la consi- 
dération des surfaces isothermes, supposons un corps solide compris 
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entre deux parois (appartenant à une famille de surfaces isothermes dont 
on a déterminé le paramètre thermométrique 

et supposons que la paroi intérieure se déduise de cette équation en 
faisant s = a, et la paroi extérieure en faisant s = J; la première est en- 
tretenue en tous ses points à une même température A» la seconde à 
une même température B, et Ton demande la température d'un point 
quelconque de ce corps solide. 
Désignons par V la température en un point quelconque; on a 

y—.ct-{-c% 

et c et c' sont deux constantes qu'il faut déterminer d'après les condi- 
tions imposées aux parois^ lesquelles donnent les deux équations 

on en déduit 

A — B , Brt — A6 

a — a — b 

et Ton a pour la formule cherchée 

. (A — B)eH-Brt— A6 



V 



a — b 



Considérons, par exemple, un tuyau indéfini dont les deux parois 
soient des cylindres droits de même axe, de rayons r et R, et entretenus 
aux températures A et B; puis cherchons la température d'un point 
quelconque de ce tuyau. Les deux parois appartiennent à une famille de 
surfaces isothermes dont l'équation est 



^a _j_^5__ ^»g 






£ étant le paramètre thermométrique. En désignant par p la distance 
d'un point quelconque à l'axe, on a 



, x^ + r^ , p 
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ot^ par conséquent» les nombres aelb ont ici pour valeurs 



ar-^ ?Jog--> b rrralog— ; 



on a donc la formule. 



y (A — B) logp -h B logr •>- A JogR 

logr — logK 

pour la température d'un point quelconque du tuyau à une distance /9 
de Taxe. 



ISOTHERHIE DES CYLINDRES HOMOFOGA0X D0 SECOND DEGRÉ. 

19. Les cylindres homofocaux du second degré sont renfermés dans 
Téquation *■ 

(') P + Ftrr-'' 

dans laquelle k représente un paramètre variable. On voit immédiate- 
ment que ces cylindres sont elliptiques ou hyperboliques» suivant que k 
est plus grand ou plus petit que c, et nous allons démontrer qu*ils sont 
isothermes. 

En diflerentiant Téquation (i) par rapport à o? et par rapport ky, 
on a 







IF 


\ A* (k'— <:*)'] dx ^' 




A 




/2x' aAr' \dk 




■ — i" 




Posons 








• 






1 • — M 




A* iA' c^i ^' 


et nous aurons 









(a) kM*Jt = ' AM^^-. *• 



iijc A' «y* A-— t** 
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Ajoutons la somme des carrés de ces deux équations, et nous aurons 
en divisant par M 

(3) A-'M(D/r)'i=i. 

Diflerentions la première équation (2), et posons pour simplifier 

ty ^ (in 

nous aurons, en faisant passer le terme — -rj ^ du second membre 
dans le premier 



/• 



^d'k , ^idky , ,:rx dk ,nfdky\ I 



Différentions la seconde équation (2), et nous aurons de même 

Ajoutons les deux équations que nous venons d^obtenir, et il en ré- 
sulte 

ArMAA--.M(DAr).-.4A(,^g-.j^T^.|)-4A«P(D^)'=f,-.p^,. 
Or on a, d'après les équations (2}, 

,l±dk X dk\ __ P 

'^ \ /r« dx "^ [k' - c^y dy) ~^ M^ 

et [Hky est donné par Téquation (3); la précédente équation devient 
donc après les réductions 



k'^c^' 



et en la divisant par l'équation (3)| on a enfin 






Ce rapport ne dépend que de k; donc tous les cylindres elliptiques ho- 
mofocaux sont isothermes, et tous les cylindres hyperboliques homofo- 
caux le sont aussi. 
Posons, comme il a été dit (n** 17), 



9 ■" A^' — c'' 



il en résulte 



logç = logCv/A'* — c', ou <p = Cv^Ar* — c', 



C désignant une constante quelconque. 

Supposons d'abord ^>c, on pourra prendre la constante C égale à 
Tunité, et Ton aura 



puis on pourra prendre 

/-^ dk 



Remplaçant cette intégrale définie par sa valeur, on a 



log 



(!L±>[^^ = ,; 



on en déduit les deux équations 



k -h ^k^ — c' = ce% k •— >Jk^ — c' —ce-', 

desquelles on tire 

, e' -f- e-' r.- ; e' — e-' 

2 2 

Représentons '— qui est le cosinus hyperbolique de s par. E(6), et 

^-^ — qui est le sinus hyperbolique de e par ^(g), et l'équation des el- 
lipses homofocales pourra s'écrire 

^' , r' _,., 



E'(e)'^£'(£)~^'' 

C désignant leur paramètre thermométrique. 
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Si k est < c, afin que y soit réel, on prendra C = — y — ' ^t Toii 
aura 

remplaçant cette intégrale définie par sa valeur» on a 

k 71 



arcsin - =^ e, k ~ ccose, slc^ — /r^ — csine, 

c 2 



et Téquatiôn des hyperboles homofocales est 

_î'. 2l_-e» 

cos'e sin*e * 

c étant encore leur paramétre thermométrique. 

20. Les ellipses homofocales se réduisent à des cercles concentriques 
quand c est nul. Pour que les formules précédentes puissent convenir 
à ce cas, nous poserons 

£::_« — lOg ? 

et nous prendrons a pour le nouveau paramètre thermométrique (n^ 17); 
alors nous aurons 



k=.c 



---=''("'-^4^''"') 



y /r' — c' :^ a ^e« — ^^ e— \ ; 



k et sk^ — c^ se réduisent donc à ae^ lorsque c est nul, et Téquation des 
cylindres circulaires de même axe est 

Les mêmes ellipses peuvent se réduire à des paraboles homofocales; 
il faut alors faire c = oo . Dans l'équation ' 
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changeons d'abord x, enop — c afin de transporter l'origine au foyer, et 



nous aurons 



X^ — 1XCX -\- c* Y^ 



3 



• fi 



ou 



.E>(6) 0(z) 



^ ~~ E'{t) E'(e) E'(£) 



Posons 



^ = eP> 



g étant une constante, et prenons |3 pour le paramètre thermométrique. 
On a 

E(e) = fl:ii^ = , + ê!ê:+.... 

2 . 1.2 

Supposons g infiniment petit et c infiniment grand» et de manière que 
cg^ soit une quantité finie a; alors —^ s'annulera, ^^'^TT ^"^* P^^** 

valeur a|3^. Donc on aura enfin pour l'équation des cylindres paraboli- 
ques homofocaux 

on p désigne le paramètre thermométrique. 



ISOTHERMIE DES SURFACES HOMOFOGALES DU SECOND DEGRE. 

21. Les surfaces homofocales du second degré sont données par l'é- 
quation 

dans laquelle A: est un paramètre variable. Si k est > 6 et > c, cette 
équation représente des ellipsoïdes; si k est compris entre b et c, ce sont 
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(les hyperboloïdes k une nappe; si k est moindre que b et c, ce sont des 
byperboloïdes à deux nnppes. Nous allons montrer, d'après M. Lamé, 
que ces trois familles de surfaces sont isothermes. 

Différentions l'équation (i) par rapport à «, et nous aurons, en consi- 
dérant k comme fonction de z , 

,/^ y* z^ \ dh z _ 

'^[ic* -^ (ktL.b'Y'^^/c^^ c^)')dz *^~ c '"^' 



et en posant 






nous aurons la première des trois équations 



'kW^= ' 



(iz ' k' — c* 

,^dk X 
dx k^ 

et les deux autres s'en déduisent par des changements de lettres. Ajou- 
tons les carrés de ces trois équations, et nous aurons 

(3) A^M(D/r)»=:i. 

Multipliant les trois mêmes équations par r^r^—^^^ ik^^b^ » ^ P ^^ 
ajoutant, puis posant 

x^ X^ ^' _p 

r« "^ (A-'— 6=j' "^ [k-' — c^Y "" ' 

no)is avons 

(4) '*'^\p dx'^ik^^b^y rf7-*^(/f'-c'T' dz)-^^' 

Différentions la première équation (^2) par rapport à z, et nous au- 
rons 
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et par ud changement de lettres on a les deux autreâ équations 



^m'-^ + m 



dk 



(dUy .. y _ an 

/dkY ,, X dk 
\Tx) ^^^' P di 






Ajoutons ces trois équations en ayant égard à la formule (4)t et nous 
avons 

Remplaçant [Hky d'aprës Téquation (3) et réduisant» on a 



/rMAA-^r-TT-^T-H- ' 



A^ — b' k^ ~ & 



On a donc 



Afr 



(i>kY h— b^ li^— c' 



k k 

-f- ■} -- — - 1 



et comme cette quantité ne dépend que de *, les trois familles de sur- 
faces renfermées dans Féquation (i) sont isothermes. 

22. Nous posons donc 



nous en déduisons 









k 








k 














-h 


k' 




6» 


■ 


Q 


A' 


^_ 


b' 


1 


■ 




" 

















log9 = logCV(/^'— ^')(/»' — c-*N ou 9rr.Cv(/r'— 6M(/f'— C), 

et il en résulte pour le paramètre thermométrique 



- Ç ^^ 

J C s/Tk' — 6M ( A-' — c^ 



) 



Remplaçons k par les lettres p, {x, v suivant que ce paramètre se rap« 
porte à la famille des ellipsoïdes» à celle des hyperboloïdes à une nappe. 
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ou à celle des liyperboloïdes à deux nappes. Alors, au lieu de l'équa' 
tioD (i), nous aurons, en supposant 6<c, les trois suivantes : 



(5) 



.r» 


-f- 




r-" 


7."' 


-f- 


P^ 


-1 


C' 




I, 


9' 


P' 


— 


X' 


-h 


P-' 


y-, 


& 






Z^ 




— 


I, 


• 


C^ 


— 




.r» 






r' 


[ 






2- 






r 



y2 i^i — j^a ^A — y 



i 



> 



et il est facile de recounaitre que les trois familles de surfaces données 
par ces trois équations sont orthogonales entre elles. 

I® Le paramètre p des ellipsoïdes est >c, et à plus forte raison > b. 

Dans l'expression de e on pourra faire la constante G égale à -t afin 

que s soit assimilé à un nombre et non à Tinverse d'une ligne. Puis, 
en prenant pour limite inférieure de l'intégrale la plus petite valeur que 
Ton puisse donner à p, nous aurons 



(6) t^ 



r p do 

Je V(P^-^')(P' -<'■■') 



2** Le paramètre /x des hyperboloïdes à une nappe est >fe et <c. 
Pour que le dénominateur soit réel, il faut que C soit imaginaire» et l'on 

fera 0= ^^^^^ on prendra pour limite inférieure la plus petite valeur 

que l'on puisse prendre pour jjl, et le paramètre thermométrique aura 
pour valeur 



El - 






3® Le paramètre v des hyperboloïdes k deux nappes est compris entre 
o et V, et le paramètre thermométrique sera, en faisant C = i, 



—— t* I 
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Cas où les surfaces sont de révolution. 



23. Ellipsoïde ovaire. — Si Ton suppose 6 = c, le plus grand axe de 
l'ellipsoïde est un axe de révolution. Si l'on conservait pour limite de 
l'intégrale (6) la quantité c, £ serait infini; prenons oo pour limite et 
nous aurons 



£ = C 






log 



c 



ou 



cie^-v- e-') 
9 = 



e' — e 



— i 



/x est compris entre b et c, et puisque maintenant h = c, ^i est égal à 
c; la deuxième équation (5) a deux termes infinis et se réduit à 



Posons en général 



ou 






c' — ]tX 



- =: lang'cp, 



(7) 



|x"= 6'cos^9 -1- c'sin^cp; 



alors, pour 6 = c, la deuxième équation (5) se réduit à celle de deux 
plansy = ±:z tangy, et la valeur générale de b^ 



Jo Jb^ COS* 



do 
v/6'cos*<p -+- c'sin'cp 



se réduit à 



£i — <p. 
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Enfin nous aurons 






OU 



y 1= c 



\ 



e*« 4- e"'» 



Ellipsoïde planétaire, — Si Ton suppose b = o, le plus petit axe de 
l'ellipsoïde est un axe de révolution, et Ton a 



H' 



dp c 

^ =arccos-- 



p v/p'"— c^ P 



Si l'on prenait o pour limite inférieure de l'intégration danse,, il 
deviendrait infini; mais on pourra prendre 



Si — - C 






en changeant le signe de l'intégrale et ajoutant une constante qui devient 
infinie à la limite (n** 17). Adoptant la formule (7), on a 

/!/ = csin(p, 

e, = logcoi2« 
1 

Calculons ensuite £2- Comme v est compris entre o et h^ quand h est 
nul, V est nul; donc les deux premiers termes de l'équation 

j/2 \)i yî £»2 . yï 

sont infinis; elle se réduit donc à 

6» — V 
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et elle représente deux plans. Posons en général 



6— 



^— = lang^vp, 



il en résultera 



(8) 

et par suite on aura 



v = frcos^ ('), 



TT 






pour fe= o, on aura So — !; — 'h ^^ d'après le n** 17 on peut y substi- 
tuer £a = ^. 



a 



Sphère. — Dans les dernières formules obtenues en faisant 6 = o, fai- 
sons maintenant c = o; nous aurons encore 



e, = vp, e, = logcoi2^ 



pour £^ on aura 



TT c \ c^ 

2 p 2.3 p** 



t: 






retranchons-en la constante -» et multiplions par ;•, puis faisons 

enfin c = o, et nous aurons 



I 

p 



11 est aisé de voir que ^ représente la longitude, et 9 le complément 
de la latitude; car les trois équations (5) se réduisent maintenant à 



(') Jacobi a adopté comme coordonnées de Tellipsoïde les deux angles 7 et n|/, en posant 
immédiatement les équations (7) et (8); on voit qu'ici ces deux angles se présentent pour 
ainsi dire d'eux-mêmes» 
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DE L'EMPLOI DES COORDONNÉES CURVILIGNES. 

Considérations générales, 

24. CoDcevoQs trois familles de surfaces représentées par les trois 
équations 

/.(^,7, 2) = p„ 

/»(^, r, z) — pu 

où X, 7, z représentent trois coordonnées rectangulaires. Nous sup- 
posons quep, /9o P2 soient trois paramètres variables, et que les trois 
familles de surfaces se rencontrent à angles droits et partagent l'espace 
en prismes rectangles élémentaires. A des valeurs données de x^ y, z 
correspondent des valeurs des trois paramètres, et le point (a?, j, z) 
peut être considéré comme déterminé aussi par les trois surfaces rela- 
tives à ces valeurs particulières de p, p^, ps 6t qui passent par ce point. 

Nous pourrons sans crainte de confusion représenter les fonctionsy) 
/0/2 ps^r les lettres p, p<, pa comme les paramètres, et nous leur donne- 
rons, d'après M. Lamé, le nom de coordonnées curvilignes. 

Posons 






et désignons par 



a, b, c; a„ A,, Ci; a», 6a, d 



les cosinus des angles que forment, avec les trois axes de coordonnées. 
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les normales menées par le point {a!,y, z) aux trois surfaces qui passent 
par ce point; nous aurons 



(I) 



a 



a, — 



(h= T -T- 



1 

h 


dx 


b 


I 
h 


dp 


C 


I 
h 


dp 
dz' 


1 


dpi 
dx^ 


6. 


"A, 


dp, 


Ox 


1 

A. 


dp, 
dz' 


Tii dx^ 


b. 


I 

h. 


dpi 

dr' 


Ci 


I 

A, 


dp, 
dz 



Les trois oormales sont rectangulaires entre elles; on a donc entre les 
neuf quantités a, 6, c,..., c^ les relations connues des cosinus des angles 
que font entre eux deux systèmes d'axes rectangulaires. 

En ayant égard aux dérivées de p, p^ pa données par les formules 
précédentes, on obtient pour les dérivées d'une fonction quelconque V 



rfV 
dx 

rfV 
dx 

dV 
dz 



dV . rfV . rfV ^ 

dp dpi dpi 

dV ., dV, . rfV. . 

-j- on -+- -j— Oi n, -f- -j— bihiy 
dp dpi dpi 

d\ , dV . dV . 

en H r- <7i n, 4- J— Ca fli. 



dp 



dpi 



dp: 



Ajoutons les carrés de ces trois expressions, et ayant égard aux pro- 
priétés citées des cosinus qui donnent 

aïOi-h btbi-h CiC2= o, 0^0 -h bib -\- dc = o, aa, + 661 4- ce, =rr o, 



nous obtiendrons 



(^0 



\dx) 



dW fdWV 



dz) 



■-(?)•-<£)■-*■■(£)■■ 



On a aussi, d'après les propriétés des cosinus a, b, c,..., 



a, bf c 
ai, 6,, c, 

Otf bij Ci 



i. 
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et en substituant les expressions (i), on a 

dp dp dp 
dx djr dz 

dpx dpi dpi 



— f— 9 



dx^ djr dz 

dpi dpi dpi 
dx djr dz 



hhihi. 



Des équations (i) on déduit 



a dx -h b djr-\- c dz = j- rfp, 
ài dx -h bt dy -h Cidz^^-r- rfpi, 



aidx -4- bidjr -h ddz =2 -j-- dp^. 



et de ces dernières on tire 



(3) 



dx = 



dy = 



dz^ 






Ti<^P 






h, '^' 



puis 



dx' + dy + dz'^ ^, dp' -h■^dp\-^-^ dpi 



m 

Désignons par s^ s^, s^ les trois arcs suivant lesquels se coupent les 
trois surfaces orthogonales qui passent par le point M» les arcs s^ 5«, ^2 
étant respectivement perpendiculaires aux surfaces p, jD|, p,. La formule 
précédente exprime le carré de la distance du point M à un point M' 
infiniment voisin. Si Ton place le point M' sur Tare s, il se trouvera sur 
les mêmes surfaces p^ et p^ que le point M; dp^ et dp2 seront donc nuls, 
et cette formule donne la première des trois équations 

ds—-fi ds,= -[-'i dSi='P\ 



les deux autres s'obtiennent d'une manière semblable. 







V 

"S' 


b. 
II.' 




'f: 


b, 
h,' 


di 




ninant suivant 



M £N COORDONKtES CURVILIGNES. 

transformer l'expression 

"^ di'' 

; z les coordoDiiécs curvilignes p, 
ul que Jacobi a donné dans le se- 
ins une fonction F de 



' dy dz 

'.S p, p,. Pi it X, y, z, se cliange en 



xdydz; 
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si aux coordonnées x, y, z on veut substituer p, p^, p^ et avoir une in- 
tégrale triple par rapport à ces trois variables, il faut changer l'élé- 
ment de volume dxdydz en l'élément de volume des coordonnées cur- 
vilignes 



rf* dsx dsi = Tj~~r dp rfpi dp, = N rfp rfp, rfp, ; 



ainsi l'on a 



(4) f f fvdxdydz^- f f f¥Ndpdp,dp,; 

si l'on remplace N par le déterminant donné ci-dessus, on a une for- 
mule générale qui a lieu, quelle que soit la manière dont œ, y^ z dépen- 
dent de p, po/^s* 

Prenons les variations des deux membres de cette formule; en pre- 
nant d'abord celle du second, on a 

ô / f fvNdpdp^dp,:- f f fs{^¥)dpdp,dp, 

-f- I / I ^¥{dôpdp,dp, -{- dSptdpdp^-h ddp^dpdpt). 



« t • 



et la variation de NF est 

^T d¥ ^_r ^, rfF ^ , «. d¥ ^ , d¥ ^.., 

On voit que la variation de l'intégrale contient le terme 

[a) fff^(^^S\dpdp.dp.; 



elle contient ensuite 



///"(s^)*''"'"''"*^ 



8 
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or on a 






la variation contient donc le terme 

elle contient de même deux autres termes que Ton déduit de celui-ci en 
remplaçant la lettre p par p^ et ^2* 

Les termes de la variation de la seconde intégrale (4) qui contien- 
nent c^y en facteur sous le signe 1 sont le terme (a) et les trois termes 

semblables à {b). Les termes qui contiennent e^V en facteur dans la 
variation de la première intégrale (4) se déduisent des précédents en 
remplaçant N par i et p, p,, p^ par a?, v, z. Égalant les coefficients 
de JV, de part et d'autre, on a 



, d¥ , dF , dF 



(d) 



dF _ dY, __ ^V ; _ _r/ V: 
d\ dx dr dz 



, .^K^) .-(^) .-(^) 



''p.--- 



d\l N rfp N rfp, N rfp, 



Les parenthèses du second membre sont mises pour rappeler que les 
dérivées de F ont été prises en le regardant comme fonction dep,p,, p^, 
V V V V 

Prenons la fonction F égale à 



,-w (-)•.(-)■. 



\dxl '^\dy 



nous savons que, exprimée au moyen de p, p,, pa, elle a pour valeur 
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et l'équation {d) donne 

dx' ■*" dx' "^ rf2» "^ N \ dp "^ rfp, "^ ^p, 

Désignons le premier membre de cette équation par AY» et rempla- 
çons N par sa valeur tt-t-> nous aurons la formule de M. Lamé 




{e) AV=:/iA 



Si l'on veut exprimer l'équation du mouvement de la température 
en coordonnées curvilignes^ il suffit de remplacer AY par l'expression 
précédente dans l'équation 

d\ 



AY = /f 



dt 



Si l'on fait Y = p dans l'équation (e), on a 

Le premier terme du second membre de l'équation {e) peut se déconi 
poser en les deux suivants 

si les trois systèmes de surfaces orthogonales sont susceptibles d'iso 
thermie, et que, de plus, p^p^, p, désignent leurs paramètres thermo- 
métriques, on a 

Ap = o, Ap, == o, Ap, — o (n® 16), 

et, par suite, on obtient la formule beaucoup plus simple 

A^r i,rf'V ,,d^y ,,rf'Y 

dp' dp] dp\ 

8. 
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Expression de ÀY quand deux desfamiUes de surfaces orthogonales sont 

des familles de cylindres isothermes. 



26. Supposons que Tune des trois familles de surfaces orthogonales 
se compose de plans parallèles dont Téquation est 



z - p», 



nous aurons 



Ap3-^0, Dp3=:=A, ==I. 



Les deux autres familles de surfaces seront des cylindres dont les équa- 
tions sont 

et leurs traces sur le plan des ocy sont elles-mêmes des courbes ortho- 
gonales. 

Si» dans Téquation (/), on fait A2 = 't et qu'on remplace h par Dp, 
on a 

. d log 7- 





(Dp)' dp • 


de même, on a 






Ap, '^ '«8 J ^^""^ï 




(Dp.)' dp, dp. 


et il en résulte 




. 


j ^P j Ap. 
"(Dp)' ''(Dp,)' 
dp, dp 



La condition pour que la famille de cylindres au paramètre p soit 
isotherme est que -^^ ^® dépende pas de p (n** 17), et que, par consé- 
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qaeDt» sa dérivée par rapport à p^ soit nulle. Le premier membre de 
l'équatioD précédente étant nul, le second Test aussi; donc, si une 
famille de cylindres est isotherme^ la famille de cylindres orthogonaux 
aux premiers l'est aussi. 

Ainsi, par exemple, les cylindres elliptiques homofocaux du second 
degré forment une famille de surfaces isothermes, et les cylindres 
hyperboliques qui leur sont orthogonaux forment une seconde famille 
de cylindres isothermes. 

Si p et p« désignent les paramètres thermométriques, on aura 

mais cette expression peut encore se simplifier; en effet, on a alors 

Ap---o, Ap, -o, 

et il en résulte 

dp * dpt 

donc le rapport de -r- est une constante. Reportons-nous à l'expression 

de A«; si Ton multiplie le paramètre thermométrique pi par un nombre, 
ce qui est permis (n** 17), l'expression de h^ est multipliée par ce 
nombre; en le choisissant, on peut donc rendre A, égal à A, et l'ex- 
pression de AV devient 

K.r i.id'y d'\\ d'\ 



ÉQUATIOlfS QUI GARAGTÉRISEIIT LES CYLINDRES ISOTHERMES. 

27. Considérons deux familles de cylindres aux paramètres a et |3, 
et pour lesquelles on ait les équations 

d^_ da d^ _da 
^ ' dx dy^ dy dx'' 



rfaccs sout ortbogooales el isolbermes, et ces 

métriques. 

IbogODaux, parce que, de ces équations, on 

dx tlx dy dy~ ' 

a et J3 sont des paramètres thermomélriques, 
mêmes équations 

dy' dx' dy' 



ï^m'-s/m^m- 



ant que , réciproquement, deux systèmes de 
et isothermes étant donnés, on peut toujours 
res thermométriques aux équations (A). 
m ( Q" 26) que, pour deux systèmes de cylindres 
nés aux paramètres thermométriques a et p, on 
que l'on ait 



uations (A) ont lieu. 

écédente au carré, et intervertissant les termes, 



illes sont orthogonales, on a 
dy dy "" dx dx 
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Ajoutons ces deux équations après avoir multiplié la seconde par 
2 v/— f , et nous obtenons 

extrayons les racines, et nous obtenons les équations (A), ou ces équa- 
tions avec le changement de a en — a. 

Les fonctions a et |3, qui satisfont aux équations (A), sont fournies 
par la formule 

OÙ F désigne une fonction quelconque; car on a 

rfF , — rfF 



dy dx 



ou 



da rfô doL , . rf(3 

dy dy * dx dx^ 



d'où Ton conclut les équations (A). 



Application de ce qui précède aux cylindres homofocaux 

du second ordre. 



28. Posons 



a — Ai'— « = arc C08 '^-^ » 

^ ^ c 



nous en déduirons 



rL-J. — cosia— V — ' ji 

C 

rrt cosacos(Pv-~0 "*" sinasin((3 V — ' j> 

r:^E((3)cosa4-v/~<:(l3)sina, 
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el nous en concluons les valeurs de x ety 

l ar— eE((3)cosa, 

Si nous éliminons d'abord », puis j3, nous obtenons les équatiogs des 
cylindres homnfocaux 

ËM^') "^ 57^) " *"' ' côs^ ^ sin'a "^ '"' 

dans lesquelles a et ^ désignent les paramètres tliermométrîques. 

Les formules (e) permettent de passer des coordonnées x etj aux 
coordonnées a et (3, qui représentent les paramètres lliermoraétriques 
de l'ellipse et de l'iiyperbole appartenant à ces deux familles et qui 
passent par ce point. 

Transformons l'expression 

rf'V , rf'V 

en y introduisant les coordonnées a. el p. 
En différentiant les équations [c\ on a 



i-cC{P)ros 




cF.(p|sin« 




o^<:E(P)sin 




-,P.™.4: 


.>r-cJ:(P)cos 




cY.m«o'% 


■ : „E(?)5in 


4?- 


c<(P)cos»^ 



Si l'on compare les deux dernières équations aux doux précédentes, 
on trouve 

<l^ _d<x da ___ rfp 

dx ~~ dy dx ~ dy 

et, des deux premières, on tire 

d^ _ Cipjcosa. d^ _ E(p)s ina 

dx ^ cU ' dx'~ cH ' 
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en posant 



„ _ E(2| 3) — cos2a 



On a donc 



/''=/'f-^' 



el, d'après le n^ 26, 



r/'V r/'V 

1 



o'H\d(x' "^ dp') 



29. Il est facile de nous rendre compte immédiatement de Futilité 
de remploi des coordonnées curvilignes; elle consiste à disposer des 
coordonnées, de manière à exprimer facilement les conditions aux 
limites. Supposons, par exemple, que nous voulions trouver le refroi- 
dissement d'un cylindre indéfini à base elliptique, dont la surface est 
entretenue à zéro et dont la température ne varie pas avec z. On aura 
h satisfaire a l'équation 



h' 



( 



d*\ d'Y 



doc' 



dp 



i)-^ 



dV 
dt 



et ensuite à exprimer que V est nul pour la valeur constante de ^, rela- 
tive à la section droite du cylindre. 

On comprend, d'après cela, que la difficulté de la détermination d'une 
fonction qui satisfait à une équation aux différences partielles dans 
l'intérieur d'un corps doit beaucoup varier suivant les conditions aux 
limites que l'on s'impose et suivant la forme du contour du corps. 

C'est ce que l'on peut reconnaître tout de suite par Texemple suivant, 
qui nous fournira en même temps l'occasion de reproduire une question 
que nous avons examinée dans les Comptes rendus de ^ Académie des 
Sciences (lo août i863). 



9 
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SUR L'ÉCOULEMENT DES LIQUIDES DANS LES TUBES DE TRÈS-PETITS 

DIAMÈTRES. 

30. Quand un liquide coule dans un tube capillaire, il existe une 
couche de liquide adhérente au tube et plus dense que le reste du 
liquide; de plus, son contact avec le tube empêche que Técoulement du 
liquide dépende de la nature du tube; cette adhérence tient à ia force 
de cohésion du liquide et du verre, ou plutôt au frottement qui est pro- 
portionnel à cette forCe. 

On a, de[$uîs longtemps, examiné à l'aide du microscope le mou- 
vement du sang dans les vaisseaux vivants des batraciens et des mammi- 
feres, et Ton a reconnu que la vitesse du sang diminuait de Taxe du 
vaisseau \ep b paroi; mais il est assez singulier que ce soit seulement 
dans le Mémoire cité qu'on ait admis et démontré, par la conformité 
du résultat du calcul avec celui de l'expérience, qu'au contact d'un 
tube capillaire la vitesse d'un liquide qui le nituille est nulle. 

Ainsi, la condition à la surface est que la vitesse du liquide soit nulle 
sur la paroi. 

Prenons l'axe des z suivant l'axe du tube, et les trois axes de coor- 
données rectangulaires entre eux. Désignons par ç la vitesse du liquide, 
qui ne variera pas avec «, mais seulement avec x et y. Considérons 
dans ce tube un élément de volume dxdydz; il sera sollicité par la 
face dydz la plus voisine de l'origine des coordonnées par une force de 
frottement égale à 

— ^ dzdr -j-^ 
-^ dx 

N désignant un coefficient constant qui ne dépend que de la nature du 
liquide. Par sa face opposée, l'élément est sollicité par la force 



'^''^''•^(£+5''^)' 



la résultante de ces deux actions est 

d'v 



N dx dy dz 



dx^ 
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De même, ce cylindre est sollicité par la force 



^ dx dydz 



dr 



Supposons que ie mouvement du liquide soit devenu uniforme; 
désignons par / ia longueur du tube, et par II la pression exercée sur 
le liquide. Si Ton considère le filet liquide qui ^ dxdy pour base et 
pour longueur toute la longueur / du tube, les forces qui agissent sur 
lui sont 

d^v d^v • 

Nldxdy-T-^^ ^ l dx dy -r—^-, Udxdy; 

et comme elles sont en équilibre, on a l'équation 

d^v du^ II^_. 

dx' "^ dy' "^ N7 "^ '^' 

Supposons que le tube soit circulaire; prenons des coordonnées po- 
laires dont l'origine soit sur l'axe du tube ; la vitesse v d'une molécule 
ne dépendra que de la distance r à l'axe de ce tube, et en posant 

on aura 

d^v I dv j. 



rfr' r dr 



Multipliant par r, et intégrant, on a 



dr 1 



îi^j 



[a) vz^ 7- -i-Clogr f-C; 



r>u 5"/ *•/■ '«'V 



/ 



V n'étant point infini pour r = o, on a C = o; désignons par R le rayon 
du tube, V est nul pour r=: R, ce qui nous donne C'= -^—ï et nous 



avons 



^-^P7(»'-^'^- 



9 
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Puis nous avons» pour la quantité du liquide qui s'écoule dans l'unilé 
de temps, 

donc celle quantité de liquide est proportionnelle à la pression» à la 
quatrième puissance du rayon et en raison inverse de la longueur 
du tube. Ces résultats avaient été obtenus expérimentalement par 
M. Poiseuille [Mémoire des Savants étrangers^ t. IX). 

Si le liquide coule entre deux tubes circulaires concentriques» on 
aura encore la formule (a); mais il n'y faudra plus faire C = o, car i^ 
n'est plus assujetti à aucune condition pour r= o; on obtiendra les 
deux constantes C et C, en exprimant que ç est nul pour des valeurs 
de r égales aux rayons des deux tubes. 

Supposons ensuite que le tube soit elliptique et que l'équation de la 
section soit 

on aura» pour la vitesse du liquide» 

n 



2 






La quantité du liquide qui s'écoulera de ce tube dans l'unité de temps 
s'obtiendra en multipliant cette expression par dxdy et en l'intégrant 
dans toute Tétendue de la section. Pour calculer l'intégrale 

//( «' t' — «y — A'^* ) dx dy, 

posons 

x=:al cos 9f y = bl sin 0, 

/ étant variable de o ù i dans l'intérieur du tube. On a en général» si F 
peut être regardé comme fonction de x et de j ou comme fonction de 
/ et ô» 

f/Fdxdr-^f/F^dldô, 
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avec 



^ dx dy dx dy* . 

dï^^delÏÏ'' ' 



Donc l'intégrale ci-dessus est égale à 



a'b^ r"" C\i- i^)ldlde = —^ 



2 



et l'on a, pour la quantité de liquide qui s'écoule dans l'unité de temps 
dans le tube elliptique, 

^_ t: Il n'b^ 



4N / a'-r- 6* 

Supposons deux lames indéfinies dans le sens de la largeur, de lon- 
gueur /, qui soient parfaitement planes et parallèles, et situées à une 
distance très-petite 28, v ne varie plus qu'avec la distance y au plan 
moyen entre les deux lames, et Ton a 

Q représentant la dépense du liquide par unité de largeur. 

La couche de liquide au contact de la paroi est tellement mince qu'on 
peut la considérer comme nulle. Si l'on considérait un liquide qui, 
comme le mercure , ne soit pas susceptible de mouiller le tube, il est 
évident que l'on ne pourrait plus supposer qu'il existe au contact du 
(ube une couche de liquide dont le mouvement soit nul; alors on 
n'aurait plus les formules précédentes; mais le mouvement du liquide 
dépendrait de la matière du tube, et l'on devrait recourir à des for- 
mules plus compliquées. 



1 
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CHAPITRE III. 



ÉQUILIBRE DE TEMPÉRATURE DES CYLINDRES INDÉFINIS. 



SOLUTION GÉNÉRALE. 

31. La question que nous allons examiner dans ce Chapitre est la 
plus simple de toutes celles que nous devons considérer dans la suite 
de ce Livre. On remarquera qu'elle ne peut guère se réaliser phy- 
siquement; mais elle prépare parfaitement à d'autres questions; car 
toutes les difficultés que nous allons rencontrer se retrouveront dans 
des questions plus compliquées, et comme elles seront ici isolées, il sera 
bien plus aisé d'en suivre la solution. 

Ce sujet a d'abord été traité par Lamé; cependant le lecteur attentif 
trouvera une différence notable entre ce qui va suivre et les leçons XI, 
XII, XIII des Coordonnées curvilignes, où il l'a développé. 

CAS DUN CYLINDRE PRISMATIQUE. 

Considérons d'abord un prisme rectangle indéfini dont deux faces 
appartiennent à une famille de cylindres isothermes, et les deux autres 
faces k une autre famille de cylindres isothermes orthogonale à la pre- 
mière. On entretient les quatre faces à des températures variables d'une 
génératrice à l'autre, mais qui restent les mêmes tout le long d'une 
même génératrice, et l'on demande de déterminer l'équilibre de tem- 
pérature de ce prisme. 

On a (n** 26) 
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et, pour l'équilibre de température, il faut que Ton ait AV = o; ur, 
comme cette température ne doit pas varier avec la coordonnée z qui 
est dirigée suivant les génératrices, il reste 

d'Y rf'V 

Il s'agit donc de trouver une fonction Y de a et |3 , qui satisfasse à 
Téquation (i), et de plus aux conditions imposées aux limites du corps 
qu'on peut supposer être les suivantes 

( V: --/,((3) pour a- -a,, V: -./;((3) pour a-- a,, 
^^'^ ( V-- .(p,(a) pour (3r-p„ V : q),(a) pour (3 - p„ 

«M «2» i^o (Sa étant des nombres constants. 

Ainsi Ton voit que, par l'emploi des coordonnées curvilignes, la 
question n'offre maintenant pas plus de difficulté que s'il s'agissait d'un 
prisme indéfini à base rectangle dont les côtés seraient des lignes 
droites; les coordonnées rectilignes â; et / sont simplement remplacées 
par a et /3. 

Imaginons que l'on cherche d'abord l'équilibre de température de ce 
prisme, en supposant trois des faces entretenues à la température zéro, 
tandis que la face restante est entretenue à la température indiquée par 
une des équations (2); selon celle des faces qui est entretenue à la tem* 
péralure indiquée par une des formules (2), on aura quatre solutions 
différentes V,, V2, V, et V*; et si l'on pose 

cette fonction Y satisfera évidemment à l'équation (i) en un point quel- 
conque du cylindre et aux quatre conditions (2) à la surface de ce 
cylindre. 

Nous allons donc chercher une fonction Y,, qui satisfasse en tous les 
points du corps à Téquation (i) et aux limites du corps aux conditions 
suivantes 

Y~/i(P) pour a — ai, Y-"0 pour a = «„ 
Y — o pour P = (î„ \ — o pour (3 = p,. 

Désignons par U une fonction qui satisfasse à l'équation (i) et aux 
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derniferes conditions précédentes, et supposons-lui la forme 

i: r= AB, 

ant fonction de « seul et B fonction de ^ seul; l'équation (i) 
era 

I rf'A l^_^_ 

A rfa' "^ B d^' ~ **' 

tremier terme ne renferme que a, le second que f3; it faut donc 
s soient constants, et en désignant par l' et — /' leurs valeurs, nous 
ns les deux équations 

tA^t'\-o î^ + fB-o 

t/x' ' dp' 

e là on lire 

A = Ce'" + Ce-'', B — csin /|3 -4- c" cos/p, 

', c, d étant des constantes. D'aprës les conditions imposées à U, 
)it s'annuler pour j3 = p, et j3 = ^i. B s'annulant pour (i = ^, peut 
'ire 

B = Msin/(|3-(3,), . 



omme il s'annule pour p = fi^, on a 

/((3,-p,) = n7T "ou / = 



p,-p, 



Jésigoant par n un nombre entier. Ensuite A doit s'annuler pour 
: «,; on a donc 

Ce'"- -\- C e-''. 7^ o, 

on en conclut que l'on a, en supprimant la constante inutile, 

A=£[/{«,-^)], 
îttre C représentant un sinus hyperbolique. On a donc enfin 

V «^r "'^ t \\ ■ '":(|3-|5'1 
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qui est nul sur les trois dernières faces. Faisons la somme d'une infinité 
de ces solutions, et posons 



n z=. » 



^[gr^p:(^'-^M.,_»r(i3-(3.). 






« — I 






le signe 2 s'étendant à tous les nombres entiers, depuis i jusqu'à x> . Il 
reste à déterminer les coefficients M, de manière que Y, se réduise à 
/, f/3) pour a = «M et Ton a 



n -■» 



^(P)=2 



= >M.sin"'^(P-P') 



(3, -S. 



n=.i 



Multiplions les deux membres par sin —^——^dfit et intégrons de 

p, p, 

|3| à jS,; tous les termes s'annulent dans le second nombre, sauf celui 
qui multiplie M„, d'après ce qu'on a vu (n® 15) et il reste 






On obtiendrait de même Va, Vi> V4> et, en faisant la somme des quatre 
séries, on a la solution cherchée qui est 



(A) 



\ ! L_- ^ sm — ^ 



-a.) 



où l'expression de ]Vf„ se déduit de celle de M;, par le changement de 
la fonction/, en /a et les coefficients N„ et N'„ se déduisent des précé- 
dents par le changement de la lettre |3 en la lettre a, et des fonctions 

/(|3)./.(/3)enç. (a)et9, (a). 



10 




.'•»*■ '.ij 



- 74 - 

Telle est la formule cherchée. Cependant elle n'est pas toujours 
applicable; car, pour qu'elle puisse l'être, il faut que, dans toute l'éten- 
due de la figure, ]3 soit compris entre jS^ et jSj, et a entre a, et «2; ce 
qui n'a pas toujours lieu d'après les données du problème. Nous ver- 
rons encore d'autres empêchements à l'appliquer dans certains cas; 
mais c'est par des exemples qu'il convient de montrer ces difficultés. 



CAS D'UN CORPS CYLINDRIQUE TERMINE PAR UNE OU DEUX SURFACES. 



32. Nous venons de supposer que la section droite du corps cylin- 
drique était renfermée entre deux courbes a et deux courbes /3. Conce- 
vons maintenant que l'on supprime les deux courbes a et que l'on se 
propose de trouver l'équilibre de température du cylindre indéfini dont 
la base est comprise entre deux courbes ^ ou même dans une seule de 
ces courbes. Cependant ne nous arrêtons pas à ce problème dans toute 
sa généralité, et considérons plutôt un cas particulier qui nous mon- 
trera comment l'on doit agir dans chaque cas donné. 

Cylindre elliptique. — Supposons donc un corps cylindrique dont la 
section droite est comprise entre deux ellipses homofocales dont les 
paramètres thermométriques sont |3 = â| et |3 = jSj. D'après ce que 
nous avons vu (n^ 28), on passe des coordonnées a? et j aux coordon^ 
nées a et p par les formules 



(B) 



• X = cEi^jcos oc, j — ci^(P)sina, 



et l'on obtient tous les points du corps en faisant varier |3 de j3, à jS.^, et 
a de o à 271; toutefois^ on se tromperait si Ton voulait appliquer la 
formule (A) en y faisant oc^ = o et a2=^ 2n. 

Supposons que V soit égal a/, (a) sur le contour |3 = /3,, et a/2 (a) 
sur le contour j3=-j32. La température d'équilibre V du corps est la 
somme de deux autres V, et Va, telles que la température V, soit égale 
à/»(«) pour/3 = |3, et nulle pour /3 = ]32, et V^ égale à/a (a) pourjS — jSa 
et nulle pour /3 ~ |3,. 

Les formules qui donnent x eiy restent invariables quand on rem- 
place a par a + 271. D'après cela, prenons un point M dans l'intervalle 
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• 

des deux contours, et décrivons à partir de ce point entre ces deux 
courbes une ligne fermée; quand on sera revenu au point M» a se sera 
accru de 2n et la température devra redevenir la même; donc V< a par 
rapport à a la période 2n; donc chacun des termes qui le composent est 
de la forme 

C[n(^ — (3,)](Mcos/ia+Nsin/ia), 

n désignant un nombre entier. Le second facteur peut se réduire à 
une constante M; dans ce cas particulier, on prendra |3 — |6.> pour le 
premier facteur. On en conclut que Ton a 



n=x 



V. = y Jf-41— l4(M«cos«« + N.sinre«); 



/i - '• 



pour /i = o, on a le terme v.r—r^ — -^-7, Mo, qu on regardera comme se 

réduisant à Mo ^-^^- • 

Ensuite on déterminera les coefficients comme on sait, d'après Téqua- 
tion 

/(a)— \ (M„cos/ia -h N„sinna}; 

V2 se calculera de la même manière. 

Considérons ensuite un cylindre plein à base elliptique. Reprenons le 
terme simple qui n'a plus k satisfaire à aucune condition relative aux 
limites; comme il doit avoir par rapport à a la période 27:, il est ren- 
fermé dans l'expression 

(Cé^?H-C'e-"^)(Mcos/iaH-Nsin/ia), 

n désignant un nombre entier. Pour achever de le déterminer, remar- 
quons que les formules (B) restent invariables par le changement de oc 
et p en — a et —j3; or la solution simple doit jouir de la même pro- 
priété, et elle se réduit par suite à Tune des deux expressions 

ME(/iP)cosna, N6(/i[3)sinna. 

Mais il faut s'expliquer pourquoi la solution doit satisfaire à cette 

10. 
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dernière coadition, à laquelle elle n'est pas astreinte dans le problème 

précédent; or cette condition résulte de ce que V, ^j -^ doivent va- 
rier d'une manière continue quand on traverse la droite qui joint les 
foyers, tandis que cette ligne droite n'est pas renfermée dans la section 
droite du cylindre creux du problème précédent. 

Pour le reconnaître, regardons |3 comme ne prenant que des valeurs 
positives, et considérons deux points très-voisins m et m' de la ligne 
des foyers, et symétriques par rapport à cette droite; |3 pour ces deux 
points est le même et très-petit; mais a'a deux valeurs égales et de 
signe contraire. Exprimons que V et ses dérivées par rapport à a? et y 
ont des valeurs très-peu différentes en ces deux points. Or on a 

:;/r-==~:7::.^E(3)sina-{-^c'^{^)cosa, 



doL 
d\ 



da: 

rfV 
dsc 



d\ 

c«î^(|3 cosa -+- -T-cE(^)sina; 



donc, si p est nul ou infiniment petit, on peut écrire 



d\ 



I d\ d\ 



d\ 



dx 6E(j3)sina da. dy cE(p)sina d^ 



rfV rfV 



V, ^> -T- doivent différer infiniment peu aux points m et /n', et deve- 
nir égaux quand leur coordonnée jS devient nulle; donc, représentant 
en général V par V(|3, a), on a 



^V(o^a) 
doL 



— -h 



V(o, a)=-.V(o, -a), 
r/V(o, —a) ^/V(o, a) 



doL 



rf(3 



rfV(0 . - PL) 



En appliquant ces équations à la solution simple (C), on obtient 

(C-4-C')( Mcos/ia-+-Nsinna)== (C -f- C')(Mcosna — Nsin/ia), 

(C-4-r/)( — Msin/ia-4-Ncps/iaJ - - G 4- C')(M sin/ia 4- Ncos/ia), 
(C — C')( Mcosna-h Nsinna) = — C — C')(Mcos/ia — Nsinna) ; 



on en tire soit C-hC — o, M = o, soit C — C = o, N = o, et l'on re 
trouve les deux formes données à la solution simple. 
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Prenons maintenant la somme d'une infinité de ces solutions, et po 



sons 



n=i30 



l 



/i— «• 



M, 



E(»|3) 
E(np,) 



/l = « 



COS/ia 



% 



N„ tH— i, - stn n X ', 



'Cin^,) 



«= 1 



il faudra déterminer les coefficients d'après la condition que V soit une 
fonction donnée/(a) sur la surface |3 = |3,, ou que Ton ait 



»— « 



n — 



f(a) - \ M„cosna H- \ N„sin/?a. 



/J --. n 



;/= I 



On comprend maintenant qu'en général on doit déterminer la solution 
simple U qui représente un état possible de température d'un cylindre, 
d'après la condition qu'elle n'ait en chaque point de ce corps qu'une 

seule valeur, et que U et les quantités ^ ' ^ • q"î sont proportionnelles 

à des flux de chaleur suivant les axes des x et des j, varient d'une ma- 
nière continue dans toute l'étendue du corps. 

Il est bon de faire encore une remarque sur la démonstration précé- 
dente. 

On a supposé que ^ était essentiellement positif, et que par suite la 
coordonnée a avait deux valeurs égales et de signe contraire pour deux 
points symétriques, par rapporta la droite qui joint les foyers, et pro- 
longée indéfiniment dans les deux sens. Alors la forme de la solution 
simple a été déterminée par la condition que cette solution et ses deux 
dérivées par rapport di x eiy varient d'une manière continue quand le 
point {x^y^ z) traverse la distance des deux foyers. Mais on peut aussi 
supposer que deux points symétriques par rapport à l'axe focal aient la 
même coordonnée a, et la coordonnée p égale et de signe contraire. 
Alors la forme de la solution simple serait déterminée par la condition 
que cette solution et ses deux dérivées par rapport k x et y varient 
d'une manière continue, quand le point {x,y, z) traverse la droite qui 
joint les foyers, mais en dehors de leur distance. On arrive ainsi encore 
à la même forme de solution. 
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SYSTÈMES DE CYLINDRES ISOTHERMES. 

33. M. Lamé a donné un système de deux familles de cylindres iso- 
thermes orthogonales entre elles, fournies par les équations 



(«) 



I 



Sm log — ■- : -^^ ^=^ a, 

^{x — ay -^ {y — by 



Smarctang 



y — b 



X — a 



^ 



OÙ Ton regarde a, b^ m comme des constantes et S comme un signe 
qui indique la somme de plusieurs termes, en sorte que ces constantes 
varient d'un terme à l'autre; enfin a et ^ désignent des paramètres va- 
riables. 

Démontrons que ces deux équations représentent deux familles de 
cylindres orthogonales et isothermes. Pour cela, posons 







r. •s^x ay-^-ix 


-ày. 


et nous aurons 










da 

dx " 


^ X — a dûc 






r' dy 




rf3 

dx 


I' dy 


X— a 

W m 






Donc on a 












rf(3 da rf(3 
dx dy^ dy 


doc 
dx 



et d'après ce que nous avons vu (n^27), les deux familles de cylindres 
jouissent de la propriété indiquée, et oc et JS représentent leurs paramè- 
tres thermométriques. 

Nous allons examiner avec détail deux cas qu'on obtient en supposant 
que le nombre des termes, dans les premiers membres des équations (a), 
se réduit à deux; d'ailleurs, les mêmes considérations serviraient si 
l'on prenait plusieurs termes dans ces équations. 
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SYSTÈME DE DEUX FAMILLES DE CYLINDRES CIRCULAIRES ORTHOGONALES 

ENTRE ELLES. 



34. Les deux équatioDs 



a=zlogv'(^ -{-ay -hy^ — logv/(J7 — ay -h y'\ 
P z=r arctang — arctang — - 



X — a 



X -h a 



sont UD cas particulier des formules (a). 

En passant des logarithmes aux nombres et des arcs à leurs tangentes, 
on a 



{x -h a)' -h X'' 
{x — ay -hjr^ 



-^e» tangp:3.(— :?^^ ^^^(14- -/-'—) 



ou les deux équations qui donnent deux familles de cercles 



E(a) 



(*) 



} -" L(ol) 

/ x^ -\-X' — 



ar =^ o 



2ay 
tangj3 



— a- = o. 



Cherchons les expressions de ,x et y au moyen de a et /3. Pour cela, 
retranchons entre elles ces deux équations, et nous aurons 



(c) 






a. 



Ajoutons les mêmes équations, nous obtenons 

ar' -h r ' ^r a I J7 — ^ — '■ -f- v !r- I t— x^ 



, cos' ô 
sin'P 



Faisons passer dans un membre les deux termes qui renferment r&% 
et dans l'autre les deux qui renferment/^; puis, extrayant les racines 
carrées, nous avons 



(rf) 



^(a)"" sini3 
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Des équations (c) et {d), on tire enfin 



(e) 



X -- 



aC{oL) 



E(a)— cos[3 



r= 



/isin|3 



E(a)~cosp 



Indiquons quelques propriétés géométriques de ces cercles. Tous les 
cercles |3 donnés par la seconde équation [h) passent par deux mêmes 
points de Taxe des x^ C et C [fig- 6), qui ont pour abscisse -h a et — a; 
j3, qui varie d'un de ces cercles à l'autre, désigne Tangle inscrit dans le 
segment qui se termine en C et C, et situé au-dessus de Taxe des x. 

D'après cela, /3 = tt représente la droite CC; jS = - représente le demi- 
cercle décrit au-dessus de CC/; /S = o donne tout l'axe des a?, excepté la 
portion CC. 

Fig. 6. 




il résulte des formules [e] que. deux points symétriques par rapport 
à l'axe des x peuvent être considérés comme ayant la même coordonnée a 
et leur coordonnée |3 égale et de signe contraire; mais, en prenant ainsi 
la coordonnée |3, elle varierait brusquement de h- t: à — tu quand on 
traverserait l'axe des x\ on évitera cet inconvénient en regardant deux 
points symétriques par rapport à l'axe des x comme ayant pour coor- 
donnée l'un /3, l'autre 27:— /3, 

Quant aux cercles a donnés par la première équation (i), ils se cou- 
pent aux deux points imaginaires qui ont pour coordonnées a? = o, 

j' = di a \/— I. Pour a = -h oc , le cercle se réduit au point C; a mesure 
que OL diminue, le cercle grandit en entourant ses positions précédentes, 
et pour a = o, le cercle devient infini et se réduit à l'axe des y. Si l'on 
donne à a des valeurs négatives, on obtient des cercles symélriques des 
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premiers par rapport à Taxe des j, et pour a = — oo , on a un cercle 
qui se réduit au point C 

Enfin , les deux familles de cercles sont rectangulaires Tune sur 
l'autre. 

35. Si Ton a un corps cylindrique dont la base est comprise entre 
deux arcs de cercle a et deux arcs de cercle j3, on n'aura en général qu'à 
appliquer la formule (A) du n^ 31 , pour en conclure l'équilibre de 
température. 

Supposons que les deux arcs a soient des demi-cercles terminés à 
l'axe des x [fig* 7); tous les points de CA satisfont à l'équation j3 = o, 
et tous les points de CB à l'équation |3 = tt; on devra donc faire, dans la 
formule citée, j3| = o et ^2 = ^> pour avoir l'équilibre de température 
du corps ADEB. 

Fig. 7. 




BE C A 



Supposons que les deux cercles ]3 disparaissent el que l'on cherche 
l'équilibre de température du corps cylindrique qui a pour base la sur- 
face renfermée çntre deux cercles a, qui peuvent être regardés comme 
deux cercles quelconques, dont l'un est situé dans l'autre. 

Cette question est toute semblaWe à celle que nous avons traitée en 
prenant pour les deux courbes des ellipses homofocales. V est encore la 
somme de deux températures V< et Va, dont la première est nulle pour 
« = «2, et dont la seconde est nulle pour a == a«. Le terme simple qui 
entre dans V| est 

(Ae"*4-Be-''*)(Ccos«[3 H-Dsin/i|3), 

OÙ n est un nombre entier, afin que ce terme reste invariable par le 
changement de ^ en /3 -h a?:; et comme il est nul pour a = «2» il se 
réduit à 

C[n(a — a2)](Ccosn[3 -f-Dsin/i^). 



On en conclut V, , puis Y,, comme dans l'exemple cité. 



II 



i 
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Supposons que le cercle intérieur disparaisse, et que Ton ait un 
cylindre circulaire plein. Nous aurons encore a prendre pour solution 
simple 

n étant un nombre entier; mais comme elle ne doit pas être infinie 
pour a=^ co ^ c'est-à-dire au point Cj ou plutôt sur la droite qui se pro- 
jette en C, il faut y faire A = o. En faisant la somme d'une infinité de 
ces solutions simples, nous aurons 



\ z^ 



y e-"«(C„cosn(5 4- D„sin/i(3) Co -^-Se""'{C„cosn^ -i- D„sinn(3), 



n = o 



tl =: l 



qui se réduit à Co au poiut C. On déterminera encore tous les coeffi- 
cients, d'après la condition que Y ait une valeur donnée sur chaque 
génératrice de la surface du cylindre. 

Dans cette dernière question, le point C, qui a pour coordonnée 
a = 30 , peut être pris arbitrairement dans l'intérieur du cercle donné, 
et le système des coordonnées a et /3 change avec ce point C. Si on le 
place au centre du cercle, on a le système des coordonnées polaires, 
composé de cercles concentriques et de diamètres, qui est donné par les 
équations 

X 6e'cos(5, j--fre*sinj3, 

que l'on déduit aisément des équations (e), en remplaçant x par a; + a, 
puis posant a = — s -h c, e^ = c?, et supposant que $ tende vers zéro, 
mais que 2a& reste fini et égal à b. 

Fie. «. 




Cherchons l'équilibre de température du corps cylindrique dont la 
base est comprise entre les arcs de cercle CD et CE {Jig. 8), qui ont 
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|>our équations |3 = j3, el /3 = /S, et la portion DE de Taxe des y 
interceptée. 

Partageons la température V en trois températures d'équilibre V«, 
Va, V,, définies comme il suit : V< est nul sur deux faces, mais égal 
sur CD ou pour ^ — 13« à la température donnée /(a); Vj est égal 
sur CE ou pour jS = jSj à une température donnée /^{ol), et il est nul 
sur les deux autres faces; enfin V, se réduit sur Taxe des y ou pour 
a = o a 9(P), et il est nul sur CD et CE. 

Comme Y, ne devient pas infini au point C pour lequel a est infini, 
son terme général ne doit pas renfermer Texponentielle ^, n étant 
entier et positif, et Ton ^én' conclut, par des considérations déjà em- 
ployées, que Vj est donné par la série 



P2— p. 



'■=2 



/t =: I 



puis on détermine les coeflicients A„ d'après la condition que Y, se 
réduise à (f{^) pour a = o, entre /3 = /3, et /3 = jSj. 

Pour former Y<, imaginons un cercle très-petit qui entoure le point C 
et qui appartient à la famille des cercles a; désignons par a = a Téqua- 
lion de ce cercle, et remplaçons la portion GCF du contour par Tare GF 
de ce cercle, sur lequel nous supposons la température nulle. Nous 
avons alors un quadrilatère rectangle curviligne DEFG, dont on trouve 
la température suivant ce qui a été 4)t au n^ 31, et Ton a 



-=. £ 



Donc V, peut s'écrire 



a est excessivement grand si le cercle est très-petit, et infini si le cercle 



1 1 • 



^ 84 - 

se réduit au point C. Faisons croître a jusqu'à l'infini; alors les termes 
de cette série deviendront infiniment petits et se changeront en les élé- 
ments d'une intégrale. On l'obtient en posant 

/ITT TT , 2 2, 

— = /w , - = dm ou - = - dm, 
a a ai: 

et V| nous est donné par l'intégrale double 

On déduira Va de V,, en remplaçant /< par /a, et permutant |3, et jS,. 
En faisant /3 = p<, on doit obtenir /< (a) pour Vi; on a donc la 
formule 



(/) 



2 z**^ r'^ 

f{a)=:- I I /( y )3inmysin ma rf/nrfy, 



que nous examinerons plus loin. 

Considérons la figure double de la précédente» et dans laquelle les 
deux arcs de cercle /3 = ]S< et /3 = jSa se terminent aux points C 
et C {fig* 9), dont la coordonnée « est H- qo et — 00 . On pourrait 
trouver Y comme précédemment; mais nous nous contenterons de 
vérifier que cette .solution est 



V=r 









— a)dmdy. 



Fig. 9- 




c 



Or cette expression satisfait à l'équation aux différences partielles 
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relative a l'équilibre, et Ton reconnaît qu'elle se réduit à/<(P) pour 
j3 = |3, et à /2(j3) pour |3 = jSj, d'après la formule de Fourier 

/(^^'^^ / / f{y)(^osm(y-^a)dmdy, 

qui va nous occuper. 

On peut remarquer que l'arc intérieur /3 = /3, pourrait se réduire 
à CC; il suffirait de faire |3, = tt dans les formules précédentes. 



FORMULE DE FOURIER. 

36. Soit/(^) une fonction de x complètement arbitraire, mais qui 
n'a qu'une seule valeur pour chaque valeur de x. il s'agit de vérifier la 
formule 

{g) f^^^=^Tzi I f(y)cosm[x-y)dmdy, 

qui porte le nom de Fourier, et qu'il a obtenue par la considération 
d'une série trigonométrique, dont les termes décroissant indéfiniment 
se changent en les éléments d'une intégrale. 

Effectuons d'abord l'intégration par rapport a m, mais entre les 
limites — ^ et + ^, ^ étant excessivement grand, et dans le résultat 
final nous supposerons que g devienne infini. Cette intégration donne 

^ singr(ar — y) 
X — y 

Posons 

y — :r =r «, 

et l'intégrale double se réduit à l'intégrale simple 

Or je dis que cette intégrale n'a de valeurs sensibles^que par des 



•8 infiniment petites données à z. Car si s a une valeur sensible z, 
on fasse varier z depuis z, jusqu'à s, + —■> — est une quantité 

fix ■+- s) . I . 

iivement petite, et ^ • peut être regarde comme constant 

et intervalle; donc, comme / sin^z dz est nul dans cet intervalle, 

tion derintégrale(A)correspondaDtacet intervalle est nulle aussi, 
r conséquent, on peut, aux limites — « et + % . substituer les 
s — € et + e, en regardant e comme infiniment petit, et écrire, 
l'intégrale (A), 

après le raisonnement qui précède, on peut inversement substituer 
mites — e et + ê les limites — co et -f- ao , et comme on a 



£- 



M,/=^, 



[raie double est effectivement égale i/{x). 

iposons que /{x) ne soit donné que pour des valeurs positives 
et depuis o jusqu'à -4- « ; il sera alors permis de se donner les 
'S de y(x) depuis o jusqu'à — ^ , en posant, quel que soit ce, 

lUrra donc appliquer la formule {g). D'ailleurs l'équation (/) 
!t de l'écrire ainsi 

fi^) — ~j j f {y)[cosm[y — X) - cosmly -^- x)]dmdy. 

nplaçons la différence des cosinus par un produit de sinus, puis 
'ODS par rapport à m seulement de o à -f- oo , en multipliant par a, 
u aurons 

f^'^^^lj f fi/isinmyfiamxdmdy, 
formule (/) du n" 35. 
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ÉQUILIBRE DE TEMPÉRATURE DAMS DES CYLINDRES LEMNISCATIQUES. 



37. Considérons maintenant un autre système de deux familles de cy- 
lindresy isothermes et orthogonales entre elles. Pour cela, prenons 



a 



log-^ 



(' 



,1 



(») 



\l[x -H- c)' -4-/* \f{x — c-y-^y 



j5 -- arctang 



y 



X -f- c 



T- arctang — 



y 



X — c- 



qui se déduisent des formules générales {à) du n^ 33. La première 
équation peut s'écrire 



ou 



(2) 

et la seconde 

(3) 



\_[x -^ c)'-1-7'][(j: — c')'-i- j^J =: c*e-'% 



(x-'-f-j^-f C'Y — c^6* x^ — & e-^"" , 



'i.xy 

x'—y'z - — ^ - 4- c\ 
•^ lang (3 



Les équations (a) et (3) représentent des courbes qui sont les bases des 
deux faittilles de cylindres que nous avons à considérer. 

Prenons sur l'axe des x deux points {y =^^o,x = c)ei{y = o,a: = — c), 
et dé^gnons-les par C et C {^g. lo); chaque.courbe de la première fa- 




mille est telle que le produit des distances de chaque point de la courbe 
aux points C et C est constant; ces courbes sont donc des lemniscates» 
dont les axes des x et des j sont des axes de symétrie. 



.1 



•« i 



' 



I , 
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Quand a = -hoo, on di y = o, x= ±c; donc la lemnîscate se réduit 
aux points C et C Si Ton suppose a très-grand et positir, on a deux 
petits ovales qui entourent les points C et C et croissent à mesure 
que a diminue. Pour a = o, les deux ovales se joignent au centre, et 
Ton a la courbe i'OI à laquelle on donne plus particulièrement le nom 
de lemniscate. 

Donnons ensuite a a des valeurs négatives; nous aurons des courbes 
qui ne se partageront plus en deux parties, mais seront d'une seule 
pièce. A mesure que a prendra des valeurs négatives de plus en plus 
grandes, la lemniscate croîtra en s'approcbant de plus en plus d'un 
cercle. 

Examinons les hyperboles équilatères données par Téquation (3). 
D'après la seconde équation (i), chacune de ces hyperboles représente 
le lieu des points M {jfig. i r), tels que MC^ -f- MCx soit constant et égal 
à |3. Ces courbes passent toutes par G et C 



(•/ 




Quand le point M est*dans l'angle jOa;, l'angle |3 ne varie qu* de o 
à n. Prenons le point M' symétrique de xM par rapport à l'axe des^, 
l'angle p sera égal à WCx -f- M' C'a; = ;r — MCoo -hn— MCa? = 2n— b, 
b désignant la valeur de ^ au point M. 

Prenons le point M" symétrique de M par rapport au point 0; les 
angles MCa: et MC'a? seront remplacés par n -h MCx et ;r -h MCx; donc 
sa. coordonnée /3 est !27r + b. Ainsi, on passe d'un point à un point sy- 
métrique par rapport au point 0, en augmentant la coordonnée j3 de 
271 ; donc aussi la coordonnée |3 de W est /^n — b. 

Si l'on augmente p de ^n, en laissant«a le même, ces coordonnées 
continuent h représenter le mcme point. Ainsi j3 varie dans l'angle xOy 
de o k 71, dans yOx' de tt à 27:, dans x'Oy' de 2n à 3n, dans j'Oa: de 



quelle il se trouve, el en louiuanl de 0« vers 0/, jusqu'à ce qu'il 
revienne à sa première posilion; dans ce niuuvemcnl il ne sera pas sorti 
du corps, et si l'on assujettit ;3 à varier d'une manière continue, il aura 
augmenté de 4«; donc V doit avoir 4it pour période, et en changeant 
/» en - dans la formule {d), on a 






.-O.-sin'-^), 



el les coefficieats se déterminent toujours de la même manière. 
Fis. m. 




39. Enfin supposons que la section soit comprise entre deux temnis- 
cates, dont l'une ait un paramètre positif et l'autre un paramètre né- 
gatif- , 

Il semble, au premier abord, que la formule (e) puisse encore être 
admise pour représenter la température d'équilibre de ce corps; car le 
raisonnement précédent est encore applicable. Cependant cette formule 
est inexacte. Nous alloDS d'abord constater telle inexactitude; ensuite 
nous montrerons d'où elle provient. 

Considérons deux points p et p' (Jig. i5) symétriques par rapport à 
l'axe des x et très-voisins de la partie de.eel axe comprise entre les deux 
points C et C; de plus, supposons ces deux points situés entre les 
deux leniniscates qui servent de contour. Pour ces deux points, la coor- 
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née a est la même, la coordonnée j3 est n — s pour p et 3jr + £ 
V p', i ilésignant une quantité Ircs-pelile, et il résulte de la for- 
e {e) que Y aurait en général une valeur fort difTérente pour les 
X points p et p', tandis qu'elles doivent évidemment différer infî- 
ent peu. Si l'on considère, au contraire, les deux points/» et g trës- 
)rocliés de la droite CC, qui ont la même coordonnée a, et dont la 
'donnée |3 esfrn — ê pour l'un et n + £ pour l'autre, et diffère infi- 
ent peu, la formule (e) donnerait, pour la température de ces deux 
Ils, des valeurs qui différcraienl infiniment peu, bien qu'ils soient 
le distance finie, et cela quelle que soit la température /"{jS) de la 
ace extérieure; ce qui est impossible. 




insi nous arrivons à une contradiction, quoique nous ayons satisfait 
quation 

conditions aux limites, et à la condition voulue de périodicité. 
r remarquons que, sj l'on exprime l'équilibre de température d'un 
idre élémentaire dont la section droite est comprise €ntre deux 
bes a et deux courbes j3 infiniment voisines, on est bieo conduit 
;énéral à l'équation (/); mais si l'élément de la section est situé 
la droite CC, entre les points C et C, en sorte que cette droite soit 
prise entre les deux éléments des courbes ^ de la section droite, 
lordonnée |3 varie brusquement pour des points infiniment voisins, 
équation (/) n'a pas lieu sur CC. 

équation (/) n'ayant plus lieu sur CC, il (aut qu'une antre con- 
n la remplace. Or, sur la droite CC, la coordonnée /3 est à volonté 
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371 à 4^- De plus, on voit aisément que |3 se réduit à o sur Cx, à t: sur 
0/ et ce, à 2 7: sur C'a?', à 3?: sur Oy' et CC. 

Considérons Thyperbole équilatëre dont le paramètre ]3 est égal à b 
dans l'angle jOo?. Elle passe par les points C et C {Jig. 12), et a une 

asymptote qui fait avec Taxe des x l'angle -5 l'angle ]3 est égal à b sur 

CD, à 7: -+-6 sur CE, à 27:-+-isur C'F et à37r-f- 6 sur CG. 




38. Supposons que nous ayons à chercher l'équilibre de température 
d'un cylindre dont la base est un rectangle curviligne déterminé par 
deux arcs de lemniscates dont les paramètres sont a, et a^, et deux bran- 
ches d'hyperboles passant par le même point C, et dont les paramètres 
sont ^< et ^2' Il suffira en général d'appliquer la formule (A) du u? 31. 

imaginons un cylindre dont la base est comprise entre deux lemnis- 
cates {Jig. i3) dont les équations sont a = ai et a = a2, a, et «a étant 
positifs. 




« 



Comme ot=^a représente, quand a est positif, deux lignes identiques 
et symétriques par rapport à l'axe des j, on a deux tuyaux identiques 
indépendants l'un de l'autre, et il suffit de traiter celui qui se trouve 



la 



• • ■ 



» 



^ 
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du côté des x positifs. Cependant, pour la commodité du calcul, nous 
rétablirons par la pensée le second tuyau, et nous imaginerons, comme 
il nous est permis, que les températures soient les mêmes en deux points 
symétriques par rapport au point 0. 

Or ces deux points ont leur coordonnée j3 qui diffère de stt, et ils 
ont la même coordonnée a. Donc, la température d'équilibre V du corps 
reste la même, quand on y change |3 en ]3 -h 2n. 

Ainsi, d'après ce qu'on a vu au n^ 32, on aura 



n = * 



C[n{a — (Xi)] 
ôT)] 



id) 






(M„cos/i(3-+- N„sin/ij3) 



n = o 

/t — ao 






<!:[n(a — a,)] 



[/i(a,— a,)] 



(P„cos/i(3-hQ.sinn(â), 



n = o 



et l'on déterminera les coefficients, d'après la condition que Y ait des 
valeurs données sur les contours des deux lemniscates. 

Supposons que, dans le dernier problème, la lemniscate intérieure 
oc = «2 disparaisse ou se réduise au point C, et que le cylindre soit plein 
et ail pour base la courbe GH. Le terme général de la solution, ne de- 
vant pas être infini au point C ou pour a = qo , se réduira à 

4ï-"«(Mcos«i5 -f-Nsinn(3), 

n étant un nombre entier, et la température d'équilibre sera 

n = • 

V -- V e-''*{M„cosw{^ -f- N„siniip); 



n = o 



les coefficients se détermineront ensuite par la condition que Y soit une 
fonction donnée de jS sur le contour a = a< . 

Occupons-nous ensuite de l'équilibre de température dans un tuyau 
compris entre deux cylindres lemniscatiques {^g. i4) dont le paramètre 
est négatif. 

Nous savons que, si l'on augmente |3 de 4^1 en laissant a le même, les 
deux coordonnées continuent a représenter le même point. Faisons par- 
courir au point M, situe entre les deux lemniscates, la courbe a sur la- 
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■ 

En effet, considérons le quart du corps OABEFGD. La température y« 
est donnée sur ABE et DGF, qui sont des parties des surfaces ol^=^ol^ et 

« = «aî elle est nulle sur OAetEF, et -^ est nul sur OD, en sorte 

que cette surface peut être regardée comme imperméable a la chaleur. 
Ces conditions aux limites déterminent évidemment la température du 
corps OABEFGD. 

Dans l'état Ys» cette température est nulle sur OD, tandis que OA 
et EF peuvent être supposés imperméables à la chaleur. 

Cherchons la température ¥«. On peut supposer successivement la 
température nulle sur les deux courbes a = a^ et a = a^ » calculer, 
dans chacun de ces deux cas, les valeurs de Y^, et leur somme donnera 
la valeur de ¥4. 

Supposons donc que Y^ soit nul sur la courbe ABE ou a = a^. 
Désignons par 9 (a) la température inconnue le long de OD. En appli- 
quant la formule (A) du n^ 31, nous aurons 



n = « 



V.=yA. ^[";"-'";] sinnp 



n = r 



m s * 






les coefficients A et B ayant pour valeurs 

A,= - r/(P)sinnprfp, B.= -^— r''>(«)sin ^^^^"" ^'^ d«, 

f{^) étant la température donnée sur DGF. 

Donc les coefficients A„ sont connus, tandis que les coefficients B;„ 

rfV 
sont à déterminer. Comme -^-^ est nul sur OD ou pour p = rr, entre 

a = o et a = a,, on a, entre ces limites. 






. C|»(a — a,) 

It COSItTT, 



»=1 ^ \ I nai 



•#■ 



Mr' 



•"WBWTfT- 
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E désignant un cosinus hyperbolique; le second membre de cette équa- 
tion est connu, et comme Y^ est nul sur OA, on a 



2iBs,sinm(a — «,) rrz o, 

entre a = o et a = a^. La détermination des coefficients B, au moyen 
de ces équations, offre de la difficulté; mais, pour résoudre la question 
par approximation, on pourra réduire ces deux séries à leurs g premiers 
termes, g étant un nombre suffisamment grand, puis diviser la 
ligne AOD en ^ + i parties égales, et Ton supposera que les points de 
division situés sur OD satisfont à la première équation et les points de 
division sur OA à la seconde; il en résultera g équations pour calculer 
un même nombre de coefficients. 

Y2 ou plutôt les deux parties de ¥3 se calculeraient d'une manière 
toute semblable. 
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71 ou 371 ; cette condition est donc que la fonction Y ait la même valeur 
pour toute valeur positive de a, comprise de o à ol^^ paramètre de la 
lemniscate intérieure, soit qu'on fasse |3 = 7r ou |3 = Stt. 

Ainsi nous sommes conduits tout naturellement à une remarque im- 
portante : c'est que, lorsqu'on transformera en coordonnées curvilignes 
les équations aux différences partielles qui régissent l'équilibre ou le 
mouvement de température des corps, ou leurs mouvements vibratoires, 
CCS équations transformées pourront cesser d'avoir lieu sur certaines 
lignes ou certaines surfaces de l'intérieur de ces corps, et que, si on les 
intégrait sans y prendre attention, on arriverait à des formules tout à 
fait inexactes. 

Cherchons maintenant à obtenir la véritable solution de notre pro- 
blème. Remarquons d'abord qu'il ne se présente plus de difficulté dans 
le cas oîi les températures données sur les contours des lemniscates sont 
symétriques par rapport au centre. Alors la même symétrie a lieu 
dans l'intérieur du corps, et en représentant V par F(a, j3), on a 

F(a,(3-^2.7:):r.F(a,P). 

Dans ce cas, la formule [e) ne conserve que des termes dans lesquels 
le nombre n est pair, et les contradictions que nous avons signalées 
tout à l'heure disparaissent. 

Dans le cas le plus général, V est une fonction qui a [\Tt pour période, 
de sorte que l'on a 



F(5j,(3-f-47:) = F(a,P) 



et en posant 



(g) F(a, p) =: ^^ ~ -h j 

on décompose V en deux parties, dont l'une reste invariable quand on 
remplace /3 par /3 -h 271, et dont l'autre change seulement de signe. 

On examinera séparément ces deux états de température, et pour 
cela on partagera les températures données des deux contours en deux 
parties, d'après la formule {g). 
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D'après ce que nous venons de dire, le premier élat de température 
peut aisément se calculer» et il reste à nous occuper du second. 

Ainsi cherchons la température Y du corps » en supposant qu'elle 
soit égale et de signe contraire pour deux points m et ni' symétriques 
par rapport au centre. 

Nous pouvons considérer cet état de température comme la superpo- 
sition de deux états Y^ et Y., ainsi définis. 

Soit m un point quelconque dans l'angle yox, et m', m", wT les trois 
points dont les coordonnées rectilignes ont la même valeur absolue 
dans les trois angles de coordonnées : i'^ Y4 est une fonction qui a la 
même valeur en m et /n% des valeurs égales et de signe contraire en m 
et m", et en m et /w'*'; 2® Ya est une fonction qui a des valeurs égales 
et de signe contraire en m et ni ou en m et wl\ et la même valeur 
en m et nC. 

En effet, en désignant Y par F(a, jS), on a 



(A) 



F(a,(3-+-27:)-^->F(a,(3), 



quel que soit /3; partageons cette fonction en deux parties de cette 
sorte 



(0 



*(«> pj — 1 r 



La première partie remplit les conditions de la fonction Y4, et la 
seconde celle de la fonction Y^, comme il résulte de l'équation (A), en 
observant que, si h est la coordonnée |3 de m, celles de /n', m", nC sont 
respectivement ^n — 6, 27r -+- ft, 4^ — fr« 

D'ailleurs, pour examiner ces deux états de température, il est clair 
qu'il faudra partager les températures données des contours en deux 
parties, d'après la formule (/). 

L'avantage que nous obtenons à considérer les deux états Y^ et Y2 
résulte de ce que, pour les étudier, il suffit de s'occuper du quart du 
corps, et que l'équation 



rf'V d}\ 



dtx' 



irr O, 



(/^•» ~ ' 



y est exacte dans toute son étendue. 
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CHAPITRE IV. 

DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 

DU SECOND ORDRE. 



THÉORIE GÉNÉRALE. 

4-0. Une éqiialion différentielle linéaire du second ordre, et sans 
second membre, est de la forme 

P» Q» R étant des fonctions de x. Il est aisé de reconnaître qu'elle peut 
s'écrire sous cette autre fornie 

^ - -4- Gr=o, 



dx 

L et G étant des fonctions de x. 
En effet, la seconde équation revient à 






dx^ dx dx 



en l'identifiant avec la première, on a 



rfL 
P"" Q 'R' 



i3 
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et l'on en conclut, pour L et G, les valeurs 



41 . Considérons donc l'équation 



(«) 



M) 



-\- (\y ■—- o. 



Supposons que G dépende d*un paramètre h; alors la solution y ^^ 
cette équation dépendra de or et A ^ et pourra être représentée par 
y{x, h), et nous nous proposons de trouver dans quel sens varient les 
racines de l'équation 

lorsque Ton fait croître A. 

Désignons par G, ce que devient G quand h subit l'accroissement 
très-petit âh, et désignons aussi par y, ce que devient j^; l'équation dif- 
férentielle est changée en la suivante 



«m 



dx 



4- G, Vx — o. 



et en combinant les deux équations, on a 



dix —\ d(L^\ 
\^ dx) \ dx I .^ - . 



dx 



Multiplions par dx et intégrons depuis x^ jusqu'à X; nous aurons 
Désignons en général par la caractéristique à les accroissements 
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infiDÎmenl petits correspondant à Taccroissement âh, de sorte que nous 

avons 

G, — G ^- ôG, y\ — j — ô;-, 

et Téquation précédente devient 



{b) 



wt-r^miriy""^- 




L'expression de j peut s'écrire 

y et y étant deux solutions particulières de l'équaiion (a), et C,, Ca 
deux constantes. Or on peut choisir le rapport des constantes C^ et C2, 
de manière que y s'annule pour 00 = 0;^; de plus, si l'on regarde A 

comme un paramètre variable, on peut supposer que le rapporter varie 

Vil 

lui-même avec A, de manière que y{œ, h) s'annule constamment pour 

De même» en faisant varier le rapport j^ avec A, on pourrait supposer 

que/ est constamment maximum ou minimum pour a; = cc^, quel que 
soit A. 

Ceci admis, faisons Tune des deux hypothèses que y soit nul ou 
bien maximum ou minimum pour x = x^, quel que soit h; dans le 
premier cas, on a, pour x = x^^, - * 

y -.=1 o et 0^' ^— o 

et dans le second cas, on a, pour x = x^, 

dy ^ dy 

-^ =0 et o -7- =^ o. 

ax ax 



L'équation [h) devient donc 



(c) 



[^(^>-ê'-^'^è')].-r/'^«^- 



i3 



- ' - V - 
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Supposons maintenant que œ = X soit une racine de Téquation 

jr{x,h)=:o, 

et voyons dans quel sens variera la racine X de cette équation, lorsqu'on 
fera croître le paramètre h. 

y étant nul poura7 = X, il ne s'annule plus pour cette valeur de x 
lorsque h s'accroît de âh, mais pour cette valeur augmentée d'une 
quantité $x^ telle que l'on ait 

dr ^ dy ^, 

-j- ôjc -f- -77 on = o, 
ax an 



ou 






ainsi la racine X subit Taccroissement 



id) 



Sx = -^. 
dx 



>•>- 



Concevons que L conserve un signe invariable entre a? = a;© et 
^ = X; il est évident qu'alors nous pouvons le supposer positif. 

Faisons dans la formule (c) j= o pour x = li. Lorsque îG est posi- 
tif, le second membre de cette formule est positif, si X est >^oî " ^^ 

est donc de même du premier membre; par suite ^ 9y est aussi posi- 
tif, donc aussi iy\ -^^ et il résulte enfin de la formule {d) que dx est 

négatif. Donc, au-dessus deoTo. tes racines de y, = o sont plus petites 
que les racines correspondantes de y = o. On voit de la même manière 
que, si cKj est négatif, les racines au-dessus de x^^ de l'équation /i = o 
sont plus grandes que celles dey = o. 

Si nous donnons ensuite au paramètre A, non plus un accroissement 
infiniment petit, mais un accroissement fini, et que h croisse de A à A4, 
si en même temps G va en croissant tout du long de cet intervalle ou va 
tout du long en décroissant, les conclusions précédentes relatives aux 



''V*4^*u« 



> k k b _*j 
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racines de/ = o sont applicables, comme on le reconnaît en divisant 
rintervalle de A à A^ en parties infiniment petites. 
Ainsi, en supposant L positif, on a le théorème suivant : 

On peut (jLstreindre la solution y{ccy h) de V équation différentielle [a) à 
être nulle pour a? = a?©, quel que soit h. Cette condition étant remplie^ si 
l'on fait croître le paramétre h et que la fonction G qui contient x et h 
croisse avec h, les racines au-dessus de x^^ de l'équation y[x. A) = o vont 
en diminuant. Si la fonction G décroît quand h croît, les racines au-des- 
sus de Xq vont en croissant. 

Dans ce théorème, au lieu de supposer que la fonction y{Xf h) s'an- 
nule pour 07 = G, quel que soit A, on peut supposer que ce soit sa déri- 

vée • ^ ' — -i ou que j(ar, A) soit maximum ou minimum ipour x = Xq, 

et, d'après ce que nous avons démontré, le théorème subsiste encore. 
S'il s'agissait des racines dey{x, A) = o moindres que ^r^, on verrait 
facilement que, lorsque G grandit avec A, ces racines vont en croissant, 
c'est-à-dire qu'elles se rapprochent encore de x^, et que lorsque G 
diminue quand A croit, ces racines vont en décroissant à mesure que A 

croit. ^-^^ ^ , * ^-.,« ^4 r^tccr?^0' ^'— * 

C'est ce qtie l'on reconnaît encore par la démonstration précédente, 

en remarquant que si X est <^x^^ j y^âGdx est positif, lorsque (?G 

est négatif dans l'intervalle de Xo à X, et que cette intégrale est néga- 
tive lorsque $G est positif dans cet intervalle. 

42. Il convient d'ajouter quelque chose aux raisonnements qui pré- 
cèdent. Nous avons admis implicitement : i" que les racines qui sont 
au-dessus de x^ le sont constamment quand on fait croître A, et que les 
racines situées au-dessous de x^ y restent aussi constamment; a^ que 
les racines ne deviennent pas imaginaires. 

Pour démontrer ces propriétés, nous supposerons que L, G et leurs 
dérivées des différents ordres ne puissent devenir infinies pour aucune 
valeur de x comprise dans l'intervalle où Ton veut étudier les racines 
de l'équation /t^^*-* 

(g) x{x,h)=zo. 
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Dans ce cas, en effet, je vais prouver que celle équalion ne peut avoir 
de racines égales dans Tintervalle considéré. En effet, supposons que, 

dr 

lorsque h obtient une certaine valeur, j et -j- s'annulent pour a? = a; 
réquation (a) pouvant s'écrire 

^dy dhdy Q -.Q 
dx^ dx dx ^ 

on en conclurait que ^ s'annulerait pour x=^a\ puis, en différen- 

tiant cette équation, on en conclurait successivement que toutes les 
dérivées de jK s'annulent pour a; = a. Il en résulterait donc, d'après la 
série dçTaylor, que y serait constamment nul; ce qui est impossible. 
Donc les racines de l'équation [g] ne peuvent devenir égales. 

D'après cela, si, par l'accroissement de A, une racine qui d'abord était 
située au-dessus ou au-dessous de x^ passait par x^^ alors soit qu'on 
suppose, quel que soit A, 

dy 
^• — o ou -j-=-o pour x-~-x^^ 

l'équation [g) se trouverait avoir de.ux racines égales ^oxxv x = x^ et 
pour une valeur particulière de A; ce qui est impossible. 

Enfin deux racines de l'équation [g) ne pouvant devenir imaginaires 
qu'en passant par l'égalité, les racines réelles de cette équation ne peu- 
vent devenir imaginaires par l'accroissement de h. 

dy 

D'ailleurs, on voit aussi par l'expression [d) que, -^ n'étant pas nul, 
l'accroissement de la racine X sera toujours déterminé et réel. 

43. Le genre de considérations qui précèdent est dû à Sturm {Jour- 
nal de M. Liowille, \^ série, tome I, p. 1 06). Mais Sturm ne suppose pas 
y nul, ou bien maximum ou minimum pour x == jt^» quel que soit A; il 

suppose en la place que la variation de — :* pour x=^x^y provenant de 
l'accroissement de /i, soit de signe contraire à celle de G. 



• • • • • . • • • 
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On a 



dy 

r 






donc l'équation [h) peut s'écrire 

Remarquons qu'il revient au même de se donner — poura?=ra?otOu 

C "^ 

le rapport -t^ des constantes de l'expression 

dans laquelle j' eiy" sont des solutions particulières de Téquation (a); 
car on a 

dr df ^ C. flfr 

dx dx Cl dx Jf 

dy 

dx C 

Je suppose qu'on assujettisse — ou rr à varier en même temps que 



h et de telle façon que 



ix \ 



soit de signe contraire à $G. L étant comme précédemment supposé 
positif, on déduira de l'équation (e) toutes les mêmes conséquences 
que ci-dessus. 

Sturm suppose aussi que L contienne le paramètre h; cela complique 
un peu les calculs et les résultats, mais sans changer en rien les raison- 
nements. D'ailleurs nous ne rencontrerons pas d'applications dans les- 
quelles il y ait lieu de faire varier dans L un paramètre. 



t04 - 



APPLIGATIONIS. 



44. Considérons l'équation différentielle du second ordre 

( I ) ^-^, -f- (g^ -4- h^sWx )r — o, 



et désignons parj' la solution qui s'annule pour x=o. Comparons 
cette équation à cette autre plus sinnple 



(^0 






La solution de la seconde est connue et elle est 



(3) 



Y= Asingjr h- Bcosg^^c; 



réduisons-la à Asin^a:, afin qu'elle s'annule aussi pour xz=o. L'équa- 
tion 



(4) 



Asing^ = o 



t 



a une infinité de racines renfermées dans la formule ± — » n étant un 

nombre entier positif quelconque. 

On peut supposer que l'on passe de l'équation (2) à l'équation (1) 
par l'accroissement d'un paramètre h à partir de o; et la fonction que 
nous avons appelée G précédemment va en croissant; donc les racines 
de l'équation 



(5) 



y' = 



situées au-dessus de o sont plus petites que celles de l'équation (4): 
donc entre a: = o et une valeur positive de x^ l'équation (5) possède au 
moins autant de racines que l'équation (4)» et ces racines sont plus pe- 

tites que -» — » — 1 — Donc elle possède aussi une infinité de racines 

/; g S S ^ 

positives. 
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On arriverait k une conclusion semblable pour les racines négatives 
(le l'équation (5), qui sont d'ailleurs égales et de signe contraire aux 
racines positives. 

Nous avons imaginé que le rapport des constantes arbitraires qui en- 
trent dans la solution de l'équation (i) était choisi de manière qu'elle 
s'annulât pour â7 = o. Supposons ce rapport quelconque, et désignons 
par Xq une valeur de x pour laquelle/ s'annule; on pourra choisir le 

rapport -r qui entre dansY de manière qu'il s'annule aussi \^ouvx=^Xq. 

Or la racine de Y = o qui vient après Xq est x^ -f- -^; donc la racine de 

y =zo qui vient après Xq est <^o -i Et comme x^ est une racine 

quelconque de j = o, deux racines consécutives quelconques de cette 

équation sont distantes de moins de -• 

Donc enfin l'équation /== o a une infinité de racines, et distantes 

de moins de -• 

g 

45. Il est facile de prouver que l'équation 



d L 



dy 
dx 



) ; 



peut toujours être remplacée par l'équation 

qui va nous occuper, et qui est plus -simple, puisque la fonction L se 
réduit à l'unité. 
En effet, posons 

et la première équation devient 

, rf'V / , dz dL \dV ^ (, d'z ^ dLdz \ 

«4 
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rfV 
Égalons à o le coefficient de ^? nous aurons 



L dx 



9. 



z dx 



et coninoe il est inutile d'introduire une constante arbitraire, on aura 



3==.L"'; d'où y^\Lr 

L'équation en V est donc bien de la forme 



(g) 



d'Y ^^. 



Supposons que la fondion G soit positive pour toutes les valeurs de 
X comprises entre une valeur a et une valeur plus grande b. Prenons 
une constante G' égale à la plus petite valeur que prend G dans cet in- 
tervalle, et une constante G" égale h la plus grande valeur de G, afin 
de former les deux équations 



d^\" 



o, 



dx' 



-hG^^Vr:^©. 



Supposons, par exemple, que Y s'annule pour x = a\ on peut choisir 
V et V, de manière qu'ils s'annulent aussi pour a? = a, et ils auront 
alors pour valeurs 

Cela posé, il résulte de ce que nous savons que V s'évanouira entre les 
limites a et h au moins autant de fois que Y', et au plus autant de fois 
que Y". 

Les racines de Y'= o et de Y"~ o sont 



V/G' vG" 
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n désignant un nombre entier quelconque; les premières sont distantes 
de — = et les secondes de — ^ -, donc la distance entre la racine a de 

V = o et la racine suivante (supposée <6) est comprise entre -p= 

et -=• 

Le même raisonnement étant applicable à deux racines consécutives 
quelconques comprises entre a et 6, il s'ensuit que deux racines consé- 
cutives quelconques situées dans cet intervalle diffèrent de -» 7 étant 

compris entre VG' et yG". 

Supposons que h désigne la racine de Y ^ o qui vient immédiatement 
après la racine a, et Ton obtiendra le résultat suivant. 

Soient a été deux racines consécutives de V = o, et admettons que 
G reste positif quand x croit de a a h\ la distance entre les deux ra- 
cines a et 6 est 7» 7 étant compris entre \/G' et v'G"»*et G', G" étant la 
plus petite et la plus grande valeur qu'obtient G, quand x croit de a à 6. 

46. Exemple. — Soit l'équation 



dr 



dans laquelle n est un nombre entier, et que Ton rencontre dans la 
théorie de la membrane circulaire. Elle peut d'abord s'écrire 



r.('§)-(4»-7> = - 



et elle est de la forme (/); pour lui donner la forme {g)^ suivant la 
transformation indiquée, on posera 

Q . ,X, 



et Ton aura 



•4 
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Le coefficient de Y est une fonction de r qui s'annule pour 



et qui va constamment en croissant quand on fait varier r depuis cette 
valeur jusqu'à Tinfini. 

Soit a une racine de l'équation V= o plus grande que 



^^i^— • fai- 



sons croître r depuis r = a jusqu'à la racine suivante h de la même 
équation; les quantités que nous avons désignées ci-dessus par G' et G"" 
ont pour valeurs 



l\(V 



4fr' 



Donc la différence entre les deux racines a et 6 est égale à 



TZ 



y/4X'- 



4n' — I 



P étant une quantité comprise entre a et h\ et elle tend vers -^ pour 

deux racines consécutives très-grandes. 

Nous terminerons ce sujet par les deux théorèmes suivants, dus à 
Sturm. 



THÉORÈMES. 



47. y{x^ h) solution de l'équation 
condition 



n) 



ax 



Gj = o satisfait à la 



dy 
yr=o ou -j-=o pour X 



x^ \ 



de plus, G va constamment en croissant ou constamment en décroissant 
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avec h; donnons à a: la valeur X, et désignons par D une constante, les 
racines A des deux équations 

È:^^ + nyix, h) = o, r(X,/i) = o 

f 

sont alternatives. 
Supposons, par exemple, que G décroisse avec k, il résulte de la for- 

dr 

mule {e) du n*^ 43 que, lorsque h croît, — va constamment en crois- 
sant; donc, en y ajoutant la constante D, on a la fonction 



? — 



ê+»^ 



r 

qui va aussi en croissant avec h. 

Si, pour une certaine valeur de A, 9 est négatif, h allant en croissant, 

9 s*annulera pour une racine de ^ -hD/ = o, puis deviendra positif; 

enfin il sera égal à -h co pour une racine de j = o. 

Il résulte aussi de la formule [e) que si y s^nnule pour a? = X et une 
certaine valeur de A, alors pour cette valeur de x et pour une valeur de 

d\* dx tî^c 

h un peu plus grande, fî/ -4- est négatif; donc y- ou — est extrême- 
ment grand négatif et 9 passe de -+- 00 à — 00 . 
h croissant de nouveau, <p d'abord négatif s'annulera pour une racine 

de -^ -+- D^ = o, puis il deviendra positif et sera encore égal à 4- 00 

pour une nouvelle racine de j^= o. Il est dope évident que les racines 
des deux équations sont alternatives. 

48. Supposons que l'on ait les deux équations 

\ dx j --- 
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G et J étant deux fonctions de x et de A, et les valeurs de J étant moin- 
dres que celles de G pour les mêmes valeurs de x et de h\ de plus, 
G et J sont les valeurs que prend une 'fonction r(ir, A, a) croissante 
avec h pour deux valeurs particulières données à a. Supposons enfin 
que y et Y soient tous deux nuls ou tous deux maxima pour 07 = 0:0. 

Puisqu'il existe une fonction r renfermant un paramètre a et qui, 
par Taccroissement de ce paramètre, passe, en diminuant, de la valeur G 
à la valeur J, remplaçons, dans Téquation (m), G par F, et assujettis- 
sons la solution y de la nouvelle équation h être nulle ou maximum 
pour X = o7o, quel que soit a. 

Reportons-nous ensuite à l'équation [e) du n^ 43, en supposant que 
les variations d se rapportent à a au lieu de se rapporter à A; on en 
conclura que pour toute valeur de x plus grande que Xq, on a 

rfY dy 
dx dx 

en conséquence, on aura pour toute valeur de /?, et pour 0? = X supposé 

^ o?o» 

rfY jx^ dr r\ 

-, h DY :7- H- TV 

ax ^ dx '' 

d'ailleurs ces deux fonctions décroissent quand h augmente, d'après 
ce qui a été démontré ci-dessus; donc, les racines h de l'équation 

rfY dy 

-J- + DY = o sont plus grandes que celles de j- -+- Dj^ = o. 
En raisonnant de même sur l'inégalité 

— < 



d\ 

dx 



DY 



dx 



Dr 



dont les deux membres sont des fonctions croissantes de A, on recon- 
naît que les racines A de Y = o sont aussi plus grandes que celles de 
y = o. 

Application. — Soit l'équation que nous rencontrerons dans le refroi- 
dissement de la sphère, 

rf>R 



dx' 



a-&l)K = o. 
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f{a) étant une fonction croissante de a^ et assujettissons R k être nul 
pour a? = o. 

Donnons à j? la valeur positive X dans les deux équations 

rfR 

^ -f- DR~o, et U — o, 

et exan)inons les racines h de ces deux équations. 

D'après les principes du n^ 45, la seconde équation a une infinité 
de racines; il en est donc de même pour la première, puisque leurs 
racines sont alternatives. De plus, d'après ce qui précède, les racines 
de ces deux équations croissent quand a va en croissant. 



^^91 
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CHAPITRE V. 



MOUVEMENT VIBRATOIRE DES MEMBRANES 
ET TEMPÉRATURE DES CYLINDRES. 



DU MOUVEMENT VIBRATOIRE DES MEMBRANES. 



40. Imaginons une membrane plane, homogène» également tendue 
dauH tou8 les sens et dont le contour est fixé invariablement. Traçons 
dans le plan de cette membrane deux axes de coordonnées rectangu- 
laires quelconques 0^;, Oy^ et menons un axe des z perpendiculaire à 
ce plan. Si nous communiquons un mouvement vibratoire à cette mem- 
brane» un point de sa surface» dont les coordonnées sont x,y et 2 = o, 
éprouvera un déplacement normal w régi par Téquation 



('0 



IF 



— nv 



d^iv (/'Uv 



dx' 



ày 



■i) 



OÙ m* désigne le rapport de la tension à la masse de la membrane 
par unité de surlace. Et Ton a à intégrer cette équation, en s'imposant 
lu condition que ^ soit nul sur le contour. 

1/équution aux diiïérences partielles {a) a élé donnée d'abord par 
Kuler, coijune représentant le mouvement vibratoire d'une membrane; 
U)ai8 cN'st Poisson qui Ta démontrée d'une manière rigoureuse (i/e- 
moirc'5 de l'Académie des Sciences, tome VIII, 1829; p. 488), 
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MEMBRANE CIRCULAIRE. 

50. Plaçons rorigine des coordonnées au centre du cercle, et passons 
des coordonnées rectilignes x ^X, y aux coordonnées polaires r et a par 
les formules 

^rrrrcosa, j^=rsina, 

en prenant arbitrairement la direction de l'axe polaire. 
L'équation (a) devient 

et si l'on pose 
on a 

d^u ï du I du^ ,., 

dr^ r dr r» da* ^ 

Posons U =: PQ, en désignant par P une fonction de a et par Q une 
fonction de r, et nous aurons une équatien qui peut s'écrire 

r» rf»Q r rfQ .. ,_ i rf'P 
Qrf7«"^Qd;^"^*^''"^""p3^' 

comme 1^ premier membre ne dépend que de r et le second que de a, 
ils sont égaux à une même constante /i^, et l'on a 

rf'P 

(a) r'^-4-r^-(n'-4X'r'jQ = o. 

Nous avons pris pour la constante une quantité positive, afin d'ob- 
tenir pour P la fonction périodique 

P = A cosna ■+■ B sinna, 

i5 



«• 
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et afin que P ne change pas quand on y remplacera a par a + stt, il 
faut que n soit un nombre entier que nous pouvons supposer positif. 

Si Ton intègre l'équation (2) par séries, en désignant par C et C 
deux constantes arbitraires, on obtient les deux solutions particulières 



(3) 



(Q = 



CkrY 



4-2) 



i.2.3(/H-i)(/i-4-2){/n-3) 



1 



(4) 






2) 



(X/-)« 



i.2.3(/i — i)(/i— 2)(n— 3) 



.-. + 



•J 



dont la seconde se déduit de la première par le changement de n en — n. 
Si l'on fait leur somme, on obtient la solution générale; mais comme 
évidemment le mouvement vibratoire doit rester fini au centre du 
cercle et que Q' devient infini pour r = o, on doit se borner à prendre 
pour Q la première solution particulière que Ton portera dans 



(5) 



Il :^PQ, «;=! asin2im/. 



iemc 



—n 



11 faut remarquer que, si n*est un nombre entier positif, l'expression 
précédente de Q' est inadmissible; car tous les termes après le n 
deviennent infinis. Mais la seconde solution particulière renfermant r 
en facteur, quelque peu différent que n soit d'un nombre entier, elle 
renferme encore ce facteur quand n est entier. 

Remarquons aussi que la série (3), à un facteur constant près, peut 
se mettre sous la forme de l'intégrale définie 



J(*TC 
sin*"w cos( aXr cosw) rfw, 
o 



et, de cette solution particulière, on peut déduire la seconde par une 
règle bien connue. 

51. Désignons par h le rayon du cercle de contour. Pour que l'ex- 
pression w fournie par la formule (5) soit une solution possible, il faut 
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que Q soit nul le long du contour r = A, et X est déterminé par Té^ 
quation 

i(/i-l-i) i.2(n-i- i)(n -h 2) 

Or nous avons vu (n® 46) qu'il y a une infinité de valeurs de r qui 
annulent la fonction Q, et que la différence entre deux racines consé- 

cutives très-grandes de Q = o tend vers -v- 

Posons donc cette équation 



e T* T" 



^^ * 1(714-1) "^'i.a(/i-t- 1)^/1 -h 2) i.2.3(/i-f-i)(/i-h2)(/n-3)"^ ^' 



elle a une infinité de racines» et la différence entre deux racines consé- 

2 



cutives de cette équation tend vers-* Désignons par T|, Ts» t,,... les 

racines positives de cette équation rangées par ordre de grandeur crois- 
sante; car il suffit de considérer les racines positives, puisque les ra- 
cines négatives leur sont égales en valeur absolue ; alors X peut obtenir 
Tune quelconque des valeurs 

Ainsi la formule (5) représente une infinité de mouvements vibra- 
toires possibles qui dépendent de /i et X; n est susceptible de toutes les 
valeurs entières, et à chaque valeur de n correspondent' une infinité 
de valeurs de X. 

52. Considérons Tun de ces états vibratoir.es, et voyons quelles sont 
les lignes nodales. Le mouvement vibratoire satisfait à Téquation 

(b) (v = (Acosn(z + Bsinn(x)Qsin2Xm/; 

n et X sont connus; la durée d'une vibration est ^-» et la hauteur du 

son ou le nombre des vibrations qui s'effectuent dans Tunité de temps 

i5. 
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est N = — • Pour obtenir les lignes des nœuds, on fera (v = o, à quoi 



TT 

on peut satisfaire, quel que soit ^ en posant 



(7) Acosna -+-Bsinna = o, 

ou en posant 

(8) Q==o. 

De l'équation (7), on tire tangna = — gî donc si Ton désigne par /ia< 

le plus petit des arcs dont la tangente est — g> et par * un nombre en- 
tier quelconque, w est nul pour 

n 

et, par conséquent, on a pour lignes nodales n diamètres qui divisent 
la circonférence du cercle en parties égales. 

Passant à l'équation (8), nous remarquons d'abord que Q est nul au 
centre de la membrane, à moins que n ne soit nul, à cause du facteur r", 
et ensuite il est nul pour différentes valeurs de r, qui sont 

Ti T, T| 

T' I^ T' • "' 

ce sont les rayons des cercles nodaux qui ont même centre que la mem- 
brane. 

Le nombre de ces valeurs de r, pour lesquelles Q s'annule, est infini ; 
mais on doit rejeter toutes celles qui sont plus grandes que le rayon de 
la membrane. Quand, dans la formule (6), on s'est donné la valeur 

de /i, X est susceptible d'une infinité de valeurs 7' t'"*> supposons 

que celle que nous avons adoptée soit la s^^'"^ 

alors les cercles, nodaux, au nombre de 5 — i, auront pour rayons 

Il l! ... l'rl. 
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On voit, par ce qui précède, que, dans rexamen de ces mouvements 
vibratoires, il n'y a d'autres difficultés de calcul que la recherche des 
racines de l'équation (8), dans laquelle varie le nombre .entier n. 

M. Bourget a donné, dans son Mémoire sur la membrane circulaire 
{Annales de VÉcole Normale^ t. III), une méthode pour calculer aisé- 
ment les racines de cette équation, et il a donné les valeurs numériques 
de ces premières racines pour /i = o, i, 2,. . ., 7. 

Les mouvements vibratoires représentés par la formule {h) sont ap- 
pelés mouvements simples, et ce sont ceux que l'on constate générale- 
ment par l'expérience. 

M. Bourget a fait des recherches expérimentales pour vérifier la 
théorie; les lignes nodales y ont été parfaitement celles qui sont données 
par la théorie; mais il a trouvé des sons plus élevés que ne l'indique le 
calcul. On ne peut attribuer ce désaccord qu'au manque de fixité du 
contour ou a la résistance de l'air. Il semble en effet fort naturel que la 
résistance de l'air ne soit pas négligeable; d'ailleurs M. Bourget ayant 
fixé des membranes identiques sur des contours de cuivre et de bois, 
substances élastiques, et sur des contours de plomb qui ne le sont pas, 
les sons restaient sensiblement les mêmes et s'écartaient davantage des 
nombres calculés, à mesure que le son s'élevait. 

On doit conclure de là que l'on peut admettre dans l'expérience la 
fixité du contour, et que c'est la résistance de l'air qui produit la dif- 
férence entre les formules précédentes et les résultats de l'expérience. 

53. Tout mouvement vibratoire de la membrane que l'on peut ima- 
giner est la superposition d'un nombre fini ou infini de mouvements 

simples. Supposons qu'à Tinstant initial on se soit donné ^^t— et 

qu'on ait, pour / = o, 

Désignons Texprtession (3) par Q„(r, X), après qu'on y a fait C = i, 
et représentons le mouvement par la formule 

w = 22Q,(r, 'kn»i){A^,iS\nna 4- B„,,cos/ia) cosinX^mt) 
-+• 22Q„(r, X„,,)( A'„,,sin/ia -f- B'„,i cosna)sin(2X„,.mO, 
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un 2 s'étendant à toutes les valeurs entières de n, depuis zéro jusqu'à 
l'infmit et l'autre 1 s'étendant au nombre infini de valeurs de X, qui 
correspondent à une valeur de net qui sont désignées par X„,o,X;,j,.... 
Les conditions initiales donnent 

(e) 22Q„(r,V,)(A„,<cosna-i-Bi,,/sinna) = F(r,a), 

(/) 22Q„( r, X„,,)( A'„,i cosna -h B'„.iSinna) 2X„,/m =/(/•, a), 

et il s'agit d'en déduire les coefficients. Nous chercherons, par exemple, 
A«,, et B„,,. 

D'abord, soient Q et Q' deux des fonctions Q qui dépendent du même 
entier n, mais de deux valeurs différentes de X, X et X'; nous aurons 






dr 



Multiplions la première équation par Q', la seconde par Q, et ajoutons; 
nous aurons 

Intégrons de o à A, et nous aurons 

Q et Q' sont nuls pour r = h, et il reste 

(g) f QQ'rrfr:^o. 

Multiplions l'équation {e) par cosnoi don^ et intégrons de o à ^rr, nous 
aurons 

\ Q(''>^«,i)7rA«.i= / F(r,a)cosnarfa; 
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multiplions par Q(r, 'k„^i)rdr et intégrons de o à A, en nous servant de 
Téquation {g) ; nous aurons la valeur de A„j par la formule 

Qn{r,Ki)rdr=r- I j F(r, a) rQ(r, X„.,)cos/i a rfarfr. 

L'expression de B;,^,- se déduit de celle de A„,/ par le changement de 
cosna en sinna dans l'intégrale du second membre. 

Réalité des racines X. 

i 

54. L'équation {g) peut servir li démontrer que toutes les racines X 
ou toutes les racines t de Téquation (6) sont réelles. Cette démonstration» 
qui appartient à Poisson, est non-seulement applicable à ce problème, 
mais encore à tous les problèmes semblables. 

Si une des valeurs deX est de la forme a-^- byj—i /\\y aura une ra- 
cine conjuguée a— b\J— I ; désignons donc par Q et Q' deux fonctions Q 
qui dépendent du même nombre entier n^ mais des deux racines 

différentes a-4-é\/— i,a— év/— i; on pourra poser 



M et N étant deux fonctions réelles de r, et d'après l'équation [g] on aura 

t- o 

ce qui est absurde. 

Membrane renfermée entre deux arcs de cercle concentriques 

et deux rayons. 

55. Supposons la membrane renfermée entre deux cercles concen- 
triques, l'un du rayon A, l'autre du rayon moindre h ^ et entre deux 
rayons dont l'un a pour équation a = o et l'autre a = y. 

Adoptant les mêmes notations que dans les numéros précédents, 
nous aurons, pour la vibration d'un mouvement simple, 

w =^usin2Xm/, w— PQ, 
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P et Q satisfaisant aux équations (i) et (2). P devant être nul pour a = o 
et a = y se réduira à 

P — sin/ia avec n== — 9 

>t étant un nombre entier. 

Pour Q nous pourrons prendre 

AQ + BO', 

Q et Q' ayant les valeurs (3) et (4); car, n n'étant plus entier, Texpres- 
sioo de Q' n'est plus illusoire. 

Dans cette solution on a encore deux quantités à déterminer, X et le 

rapport -r » et on les obtiendra en exprimant q^ue AQ -\- BQ' est nul pour 

r ~ A et r = A'. 

Nous ne nous arrêterons pas à la résolution des deux équations 
résultantes, non plus qu'à la solution générale qui est la somme d'une 
infinité de solutions simples. 



REFROIDISSEMENT D'UN CYLINDRE INDÉFINI DONT LA SURFACE EST ENTRETENUE 

A ZÉRO. 



56. Imaginons un cylindre indéfini dans lequel la température reste 
la même tout le long d'une droite quelconque parallèle aux génératrices, 
et dont la surface est entretenue à une même température que l'on peut 
désigner par zéro. 

Désignons par s la base ou section droite de ce cylindre. La tempé- 
rature du cylindre se déterminera immédiatement si l'on sait trouver le 
mouvement vibratoire d'une membrane dont le contour est s. 

Prenons l'axe des z parallèle aux génératrices du cylindre; la tempé- 
rature y de ce corps ne dépendant pas de z sera donnée par l'équation 

(') -dl ""^ '^' [Hx^ -^ -d^ 

Or, si w est le déplacement normal d'une membrane dont le contour 
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est Sf w satisfait dans Tintérieur de 5 k Téquation 



, , d^w , (d^w . d*w\ 



9 



et il est nul sur le contour s. Et Ton aura une solution simple du 
problème en posant 

u étant une certaine solution de Téquation 

qui s'annule sur le contour s. 

Pareillement on aura une solution simple du problème du refroidis- 
sement du cylindre en posant 

(4) V=:aC-*^'-", 

U ayant ta même valeur que dans le problème précédent. L'expression 
de V satisfera bien à Téquation (i) et s'annulera sur le contour. 

Si la température initiale du cylindre est donnée, alors V sera la 
somme d'une infinité de solutions simples. 

Prenons pour exemple le cas où la base du cylindre est un cercle. 
D'après ce que nous avons vu au n^ 50, nous prendrons pour l'expres- 
sion de Uf qui satisfait à l'équation (3), 

a = ( A cosnoL 4- B sinna) Q» (r, X), 

X étant déterminé par l'équation 

dans laquelle h est le rayon du cylindre. 
Puis nous aurons, pour solution générale, 

V — 22Q„(r, X«,0(A»,iCOSii« -h B.,,sinna) e-*'i''"", 

le premier 1 s'étendant à toutes les valeurs entières de n depuis zéro 

16 
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jusqu'à rinfini, et le second 1 à toutes les valeurs de X qui correspon- 
dent à une même valeur de n. 

Supposons que la température à l'instant initial soit donnée par la 
fonction/(r, a); alors on aura la formule 

^^Qn[r, A„,/)(A„,,cos/ia-f-B,,,slnna)=:/{r, a), 

et l'on en déduira les coefficients comme au n^ 53. 



MEMBRANE DE FORME ELLIPTIQUE. 



57. Nous allons maintenant nous occuper du mouvement vibratoire 
d'une membrane dont le contour, fixé invariablement, est une ellipse. 
Cette question est beaucoup plus difficile que lorsque le contour est un 
cercle, et nous l'avons résolue pour la première fois dans le tome XIII 
du JourncUde M. Liouville, a® série. 

Nous nous servirons des coordonnées définies au n^ 28, et dont nous 
avons déjà fait l'application dans le n^ 32; mais il convient d'entrer 
d'abord dans de nouveaux détails sur ce système de coordonnées. 

Désignons par A le demi-grand axe de la membrane elliptique, et 
par c la demi-distance des foyers; prenons pour axes des a? et des/ les 
axes de symétrie de l'ellipse; puis adoptons un second système de coor- 
données déterminé par les ellipses et les hyperboles qui ont les mêmes 
foyers que le contour de la membrane. 

Une quelconque de ces ellipses est donnée par l'équation 

dans laquelle p est >c, et si l'on pose 

p — c ) û'= sJp^— c'~ c > 

p et p' sont le demi-grand axe et le demi-petit axe de cette ellipse, et 
P le paramètre thermométrique. 
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Une quelconque des hyperboles homofocales a pour équation 

où V est <c; et si Ton pose 



f-.jfA^yii — 



vr^ccosa, V -T yc^ — v'r^ csina, 

V et v' sont les demi-axes de cette hyperbole, et a son paramètre ther- 
mométrique. 

On passe des coordonnées a; et y aux coordonnées a et /3 au moyen 
des formules 

(3) • x^=c- cosa, r=c '■ — sina, 

que Ton déduit de^ équations (i) et (2). Si Ton voulait avoir des for- 
mules qui pussent s'appliquer immédiatement au cercle, on adopterait 

(4) ^--pcosa, 7— p'sina. 

Soit M un point qui provient de l'intersection de l'ellipse P = i3| et 
de l'hyperbole v — V|. Prolongeons l'ordonnée du point M jusqu'à sa 
rencontre en N avec le cercle décrit sur le grand axe de l'ellipse. On 
voit, d'après la première des équations (4)» que l'angle a est égal à 
l'angle que fait le rayon mené du centre au point N avec l'axe des x^ et, 

comme cet angle a pour cosinus 9 il est aussi celui que fait avec l'axe 

des X l'asymptote à la branche d'hyperbole qui contient le point AI, et 
le rayon mené du centre au point N est cette asymptote. 

Si l'on suppose que j3 soit positif, l'équation ]3=const. représente une 
ellipse entière; mais a =const. ne représente plus qu'une des quatre 
branches de l'hyperbole terminée à l'axe transverse, et l'hyperbole en- 
tière est donnée par les quatre équations 

a— a,, a r— 7: — «i, arrrTr-l-a,, « =r 27T — «1, 

qui sont celles des quatre branches. 

Il est bon aussi de considérer les positions limites de ces ellipses et 

de ces hyperboles; pour ]3 = o, l'ellipse se réduit à la droite qui joint 

16. 
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les foyers F et F'; TéquatioD a = o représente la ligne Fx bornée en F 
et indéfinie dans le sens des x positifs; a = tt représente la ligne Fx' 

indéfinie dans le sens des x négatifs; enfin a = - détermine l'axe des 
y positifs, et a = — Taxe des j' négatifs. 

58. w désignant le déplacement normal d'un point de la membrane, 
nous savons (n^ 49) que Ton a l'équation 

et, en y faisant 

(vr=i usinn'kmt, 

on obtient 

Substituons ensuite à a? et y les coordonnées a et P; Ë étant le signe 
d'un cosinus hyperbolique, nous aurons, d'après le n'' 28, 

d^u dUi a IdHi d'u\ 

dx^ "^ dy "" c'[E(2p) — cos2a] \li^'^'df^y 

et l'équation (6) devient 

rf'M d^u ^ ._,, ^. 

5^ ^- ^ = ~ aX^c' [E (2(3) - cos2«] ci. 

Posons 

u = PQ, 

en regardant P comme fonction de la seule variable a, et Q comme fonc- 
tion de la seule variable |3, et nous aurons, au lieu de l'équation pré- 
cédente, 

^'da} "' ^^ "" " 2^'^'[E(2?)- cos2«]PQ 



ou 



^ ^ "^ ^X»C-'C0S2« =- ^^ + 2X'C>E(2p). 
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Le premier membre ne peut renfermer que a, et le second que |3; ils 
sont donc égaux à une même constante R; de sorte qu'on a, au lieu 
d'une équation aux différences partielles» deux équations différentielles 
du second ordre, 

La première de ces équations convient à la membrane circulaire si 
l'on y fait c = o, et nous avons vu que l'on doit alors prendre pour R 
le carré d'un nombre entier» afin que la fonction P ait la période 2 7r. Il 
n'en résulte pas que la même chose ait lieu ici, car on ne voit pas 
qu'elle ne dépende pas de Xc\ on peut seulement affirmer que si la 
constante R dépend de cette quantité» elle se réduit au carré d'un nom- 
bre entier pour c = o. 

Supposons que nous connaissions une des valeurs de R et que nous 
ayons trouvé des valeurs de P et Q qui satisfassent à ces deux équations; 
alors pour que la formule 

ii; = PQsihaX/nr 

représente un mouvement vibratoire possible de la membrane» il faudra 
encore déterminer X par la condition que Q soit nul pour la valeur de /3 
relative au contour. 



RÉFLEXIONS SUR LA CONSTANTE R. 

59. Le premier objet que nous devions nous proposer est donc de 
chercher à déterminer la constante R. Or si l'on prend un point (a, ]3) 
intérieur au contour de la membrane et qu'on fasse mouvoir ce point 
sur l'ellipse» dont le paramètre est ]3» jusqu'à ce qu'il ait repris sa po- 
sition primitive» la coordonnée |3 ne changera pas, et la coordonnée a 
s'accroîtra de 271. Donc w doit rester le même quand on y changera a 
en a -h 27r; il en résulte que P est une fonction périodique et dont la 
période est 27:, et cette condition détermine la constante R. 
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Pour c = o, R se réduit au carré d'un nombre entier g et la fonc- 
tion P se réduit à 

A sing-a -f- B cosg-a, 

A^ B étant deux constantes arbitraires; les deux solutions particulières 
en lesquelles il est le plus naturel de la diviser sont A singea, B cosga. 
Or il est trës-aisé de reconnaître que la solution générale d'une équa- 
tion difTérentielle linéaire du second ordre peut être partagée en deux 
solutions particulières dont l'une soit nulle, et l'autre soit maximum ou 
minimum pour la valeur zéro donnée à la variable. Posons donc 

P^ étant une solution de l'équation (7) qui s'annule pour oc = o, et P, 
une solution qui est maximum ou minimum pour cette valeur. Alors 
ces deux fonctions pour c = o se réduisent, la première à A sin^a, la 
seconde à Bcosga. 

On peut voir dans notre Mémoire quelles sont les considérations qui 
nous ont guidé dans la recherche de R; mais nous allons ici procéder 
immédiatement à sa détermination; elle se fera simultanément avec 
celle des fonctions P^ et P,; nous verrons de plus que la constante R 
qui se trouve dans P, n'est pas la même que celle qui se trouve dans P,. 
De sorte qu'on ne peut déterminer R de manière que la solution gé- 
nérale de l'équation (7) ait pour période 27: , mais seulement de ma- 
nière que P< ou Pa ait cette période. 



DÉVELOPPEMENTS DE LA FONCTION P, ET DE LA CONSTANTE R QUI T ENTRE 

SUIVANT LES PUISSANCES DE c. 



60. Remplaçons Xc par A, et la première équation (7) deviendra 

--7-Y ^-(R— 2/i'coS2a)Pz=:o; 

il s'agit de déterminer la solution P^ de cette équation» qui a 27: pour 
période et qui est maximum pour a = o. 
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Désignant par g un nombre entier» nous poserons 

R = g* 4- û) A» -f- p A* 4- y A' -4- ôA» 4- . . . , 

et nous chercherons à déterminer les coefTicients «, /3, y,... d'après la 
condition que P2 ait 211 pour période. 
Faisons aussi, dans l'équation différentielle 

P — Pa — cos ga +Vi* p, R =r gr» -f- A', 
et nous aurons 
rf*p 

-r~ 4-(/f' — aA'C0S2a -4-0A')p— (a cossacosg-a — 0)cosgra = 0, 

Posons ensuite 

p=rrp^ A'p„ 0^w-i-BA% 

et nous aurons, en séparant les termes de moindre degré en h des 
autres, 

/TV d^p 

(I) o =: -7-^ -^ g p-— ^cosiacosga — (ùcosga, 

rit r\ 

(b) o — -j~ -I (g-'— 2A'cos2a-4-BA<)p,-i-( - 2cosaa-f- BA')p -hBcosga. 

Pour résoudre l'équation (I), nous remplacerons acossacosg^a par 
cos(g^ -+- 2)a H- cos(^ — 2)a, et nous poserons 

p ^.acos{g -\- 2)a -h 6cosg-a 4- ccos(gf— 2)a; 

on trouve immédiatement 

— 1 I 

4(ff4-i) 4(g--0 

pour 6, il n'est pas déterminé; et, en effet, P2 se réduit k cosga, pour 
A = o; mais si l'on suppose que l'on ait obtenu son expression et qu'on 
la multiplie par i 4- sh^, s étant une constante indépendante de A, cette 
nouvelle expression peut encore représenter P^, et le coefficient b 
change par là d'une manière arbitraire. 
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Puisque nous pouvons donner à 6 la valeur que nous voulons, nous 

ferons 

b =0, 

Dans Téquation (6), posons 
et nous aurons les deux équations 



(II) 






( o=r ^^- -f-fg-» — 2A»cos2a-+-(3A*-f-CA')p, 
(c) < w^- 

( H-(— 2C0S2a 4- (iA* -î- CA«)/>, 4-(p-i- CA')/> 4- Ccosga. 

Pour résoudre l'équation (II), on doit remplacer acosiia/i par sa 
valeur 

a cosCg"-!- 4)a -^bcos{g -h 2)« -h (a + c) cosga -h ft cos{g— 2)a 4- ccos(gr— 4)«> 

puis substituer pour/^i 

et Ton trouve» en égalant à zéro les coefficients des cosinus des arcs dif- 
férents 

(3 r- a -h c, 

6 est laissé arbitraire dans ces formules; si Ton y suppose 6 = o, on a 

p...- — ! 

Le coefficient /reste encore indéterminé; et, en effet, si l'on imagine 
obtenue l'expression de Pj et qu'on la multiplie par i 4- fA* 4- th*, on 
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changera non-seulement le coefficient b d'une manière arbitraire, mais 
aussi le coefficient/; ce qu'il y a de plus simple est donc de faire 
/=o. 

Dans Téquation (c), posons 

Pî — /^ï-i- A'p», C — y -I- DA% 
et nous aurons 

(111) -^ 4-gr»/i,— 2C0S2a/>,-r ^p -f- y cosg-a -^ o, 

( 4-(— 2 cos2a -h'[3A» -h Ch')p^-\' (P + CA^)/;, -h C/? H- D cosg^a. 

Remplaçons» dans Téquation (111), 'àcos2(xp^ par 

rfcos(^-i-6)a -t- e cos (^ -i- ^)a-^ {d -f-/)cos(g"-f 2)a -r-{c -i- A)cosgra 
-^ ( A" -^/) cos(gr— 2)a H- A cosCg' — 4)« ^»- 'i' cos(g^ — 6)a, 

et posons 

^jizr /cos(g^-4- 6)a H- mcos(g^-i- 4)«^- wcos(^-r 2)a 

-^ mcosga -{- q cos(g~ 2)a -f- rcos(g— 4)^ -l-*cos(g^ — 6)ai 



nous aurons 



-d ~e h k 



i2(gr-h3)' -8(^-1-2)' 8(g^-2)' I2(g-~3) 

Telles sont les expressions de /, m, /i,..., quelles que soient les va- 
leurs données à b et/; et si on les suppose nulles, on obtient 

-2':3"(gH-i)(>-f-2)(g^:3)' ''* -^' '-""^ ^-:,r3(g.-iV)(-^.-2K^-:3)' 

cr est indélermiaé comme 6 et /, et nous le ferons nul aussi. 

'7 



- 130 - 

Maintenant que l'on voit quel genre de simplification amène l'hypo^ 
thèse de la nullité de ces constantes qui sont arbitraires et que Ton re- 
connaît qu'elle amène l'évanouissement des termes de rang pair dans 
Pf Pi9P29''*f faisons immédiatement ces réductions dans les calculs sui- 
vants. Posons, dans l'équation {d), 

p,— p^ -f- A»p„ D == d -f- EA' ; 
nous obtiendrons les deux équations 

( ^^ ^ 'TT '^" S*P* — 2 cos 2 apt -f- (3/^1 -+- à cosga :=:- o, 

o =z -^ + (g'— ih} cos2a 4- (3A* -\- CA«)p4 

le) ^ 

' ^ ■ (— 2C0S2aH-pA^4-CA*)p,-i-(P4-CA')/i, 

CA'p, -h (d + EA*)/? -+- Ecosga. 
Remplaçons dans l'équation (IV) 2 cosaa/^a par 

lC0S{g-\- 8)a -4- (/ -4- /i)cos(g--4- 4)a + (?-+- /i)C0Sg^a 

+ (?-!-*) cos (g: — 4) « H-«cos(g^ — 8)a, 
et posons 

p,— R,cos(grH- 8)a 4- R,cos(g^-f- 4)« -^ R4C0s(g' — 4)^ + R*cos(gr— 8)a; 

nous aurons 

OU, en eiTectuant les calculs, 



Ri =^ ... 0/ — ; — TT — : — n — . o\/ — r~7\' R* 



• 2..3{g'-hi)»(gr-i)(g'+2)'(g'+3y «•-2'.3(g-.)'(g'+i)(g'-2)'(g-3) 

Sg-' + T 



d 



32(g«— l)«{g''-2') 
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Mettons dans R les valeurs des premiers termes, et nous obtenons 



9 g*4-22g^-2o3g»— 116 , 



en ajoutant un terme à ceux qui viennent d'être calculés. 

61. Il est évident que Ton ne peut continuer ainsi le développement 
de Pa et de la constante R sans se préoccuper de la valeur du nombre 
entier g^ car le coefficient de h* contient en dénominateur le facteur 
g^ — I, le coefficient de A* le facteur g—^^ le coefficient de A** le fac- 
teur ^— 3, et ainsi de suite; de sorte que, quel que soit le nombre 
entier pris pour g^ on finira par trouver un terme infini. On doit même 
arrêter le développement de R avant la rencontre d'un terme infini; car^ 
pour qu'un terme de la constante puisse être admis, il faut que le terme 
de même ordre de Pa puisse l'être lui-même. 

Prenons pour exemple le cas où g est égal à a. En appliquant les 
formules du cas général, on a 

Pi^C0S2a4- AM C0S2a -^ j] -»- A</^, -f- A*p,, 

R— 4-i-pA*'hC/i«. 

L'expression de p^ renfermerait un coefficient k qui serait infini; 
mais comme on a 

2C0S2a/? : - 2COS2a(acos4a ^c) 

= acos6a-f-(a-4- 2c)cos2a, 

nous poserons 

px -r rfcos6aH-/cos2a, 

et, en substituant dans l'équation (II), nous aurons 

(— 32rf— a)cos6a -I- (P — a— 2c)cos2âf ^:o; 

par suite, on fera/= o et l'on aura 
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tandis que dans le cas général on a 

Od peut aisément continuer ce calcul, en procédant comme on a fait 
dans le cas où g est un nombre entier quelconque. 

Si g est égal à zéro, le développement que nous avons trouvé pour Pj 
est applicable, et c'est même le seul cas où Ton puisse l'appliquer aussi 
loin que l'on veut. 

Si ^^2, on obtient par le calcul que nous avons commencé ci-dessus 



PjrTTCOS ?.«-'- AM COs4a-+-7 I -H TTTTTCOSÔa 

\ 12 ^ 4/ ^^4 

— A'f -T. cosSaH--^- — cos4aH I 

\ 30955 7()oo I Dobbboo 



A* ( Z7T- 00s loa -J — ^ — cos6 

2'2 11040 ^^.211040 



2io5q , i363 
^^— cos4a H 



79626240 2211^4 



A X n / 5 ,, 763 ,. I0024tQ . . 

Si g^ = 4» on a 



P,=:cos4aH- A» ( cos6a-+- — cosaa) ^- AM-^- cos8a-f- — ) 

\ 20 12 / \9bo 192/ 



-4- A* (r-T-^cosioa r—- cosGa -^ ^4T-cos2aj 



/ — I '3 /? » « 

r "^ — cosioa cos6a-^ rr- 

\ ooOii u 9O000 1 7 200 

i*( :; C0Sl2a -i-;r-7^î COsSa | • 

\10J21920 UO40OUO 92ll»0/ 

iJ ' / 53 

_/i«» ^ — C0Sl4a-' :; COSIOa 

\ I oi> 7 94^000 I o J2 1 92000 

4o37 ^ 439 \ 

^ — . i cos6«-^ ,. ^^ — cosaa) -4-. 

2419^00000 0/200000 y 

(B) R = ,6 + f A^ + -#^A. l?f?^/..' 

00 004000 2I77'J'.000000 
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Les développements (A) et (B) ne contiennent que des puissances 
paires de A*, et nous démontrerons plus loin que R jouit de cette pro- 
priété toutes les fois que g est pair. 

Pour ^ ~ I , on a les formules suivantes : 



A» 
P, r= cosa : cos3a -:- h 



* ( cos5a rCOsSa) 

— A*( rcosra =- cos5a-: cos3<x 

\92iO ' 1102 iJib ^ 

4. h* (-- — -- cosoa — 7 — r- C0S7a-f- — ~ — : cos5a -f- 773777^7 cos3a | -*-.... 
\7i7abo ^ 49il>2 ' 24070 ib8b4 / 

Pour ^ = 3, ona 

P,r=cos3a4- AM -rCOsSa -4-^7 cosaj -f- /iM -77-C0S7a H- -rj cosaj 

* 

-^ Am 7,. o • cosqa 777- cos5a H 7 cosa ) 

\ 40000 ^ 20400 1024 / 

"^ '** ( .4 L A — cos 1 1 a -1- .Z^, >> COS7 a cos5a \- cosa ) -h . . . , 

\2•^3^ô.7 2'*.3^5 ' 2'* 2'* / 

R = 9 -h 4î /»' -^ ir/ '*• "+- —W" *' — nôû7 *••-+-.... 

^16 64 20480 16384 



dSvelgppements de p, et de la constante r, 
suivant les puissances de c. 

62. Proposons-nous maintenant de développer P^ et, comme pour 
une même valeur du nombre entier g la constante R a une valeur diffé- 
rente dans P| et P2, nous la représenterons dans les deux cas par R, et 
R2. Ainsi nous avons Téquation différentielle 

r/'P 
(m) -7— i -t-(R,— 2A'cos2a)P, ^o, 

aa* 
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et il faut trouver la solution qui s'annule pour a = o et choisir 

R, = g-M- w A' 4- (3 A< 4- y /*• -h àh* H- e A'» + . . . 

de manière qu'elle soit périodique. Posons 

P, — sing-a -h h^p -h A^p, h- A«/i, -+- A*/?, -h . * . , 

et nous aurons exactement les mêmes calculs que pour P2, avec le seul 
changement des cosinus en sinus; ainsi nous aurons 

p ^=as\n[g -\- ^)(x-\- cs\n(g — 2)a, 
p, = rfsin(g + 4)a -h ksin(g — ^)a, 

/?i=/sin(g^ + 6)a4- nsin(g-+- î?.)a4- 9sin(g— 2)a-f-*sin(g — 6)a, 
• > 

et a» c, d, ^,... ont les mêmes valeurs que dans l'expression de P^; on 
a donc encore pour la constante 

et ce développement doit être arrêté au même terme que dans R^; en- 
suite, quoique les premiers termes de R, et de R| soient les mêmes, ces 
deux constantes ne sont pas égales, et les deux séries se séparent des le 
terme à partir duquel on est obligé de remplacer g par sa valeur parti- 
culière. 

63. Quand on a obtenu la valeur de Pa pour une valeur impaire de g^ 
il est aisé d'en déduire celle de P^ pour la même valeur de g. En effet, 
Ra renfermant g^ et A*, représentons-le parR(^*, h^); Pj est solution 
de l'équation 

rf'P 

(») -jT^Wg^f A')— aA»cosaa]P=o; 

en changeant h^ en — A' et a en - — a, on aura une fonction pério- 
dique qui satisfera à l'équation 

(p) ^-f-[R{gS — A') — aA>cos2ajP=:o, 
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de môme forme que l'équation (/71), et si g est impair, les cosinus de 
P2 se changent en sinus; on a donc l'expression de P, , et, de plus, on 
voit qu'on obtient la constante R^, qui convient à ?«, en changeant 
dans Ra A* en —h^. 
D'après cela, pour ^ = i , on a 

Pi = sina — -rrSinSa -+- Am sin5a 4- ^, sin3a| 

8 \i92 64 / 

— Am ^siuTa H p-sin5a -h -=;^^sin3a) 

\9216 ' 1102 i53o / 

*/' . •. I.-, II. ^\ 

■4- AM -r — rr-smoa -4-7 — ^r-smna -h —r=-z smoa — ^us^rSinSa) -h..., 
\ 737280 ^ 49^^^ 24576 36064 / 

K.-i A g'^ ^64^^ i536^* 36864^^^'" 

et pour ^ = 3, on a 

P, =:sîn3a -h AM 7îSin5a-hgsinaJ 4- Am 7T^sin7a — ^sina) 

-*- AM ,^ Q singg T^-sinSan rsina) 

\ 46080 ^ 20480 1024 / 

R, = 9 4- — A* — c7 A* 4 777- A» 4- -ZÔÔ7 A'* 4- . . . . 

^ ib 64 20480 i6384 

Supposons ensuite g pair; Pa étant solution de l'équation (/i), si l'on 
change dans cette fonction h^ en — A' et a en a, on aura une fonc- 
tion P qui satisfera à l'équation (/>), mais les cosinus restent des cosi- 
nus dans ce changement; donc l'expression qui en résulte appartient 
encore k P,, et l'on en conclut 

R(g>, -A»):r::R(g^, A»), 

Le même raisonnement est applicable à P| ; par conséquent» si g est 



.t. ^ 
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pair, P| ne change pas quand on remplace a par - — a et A* par —h', 

et R| ne renferme que des puissances quatrièmes de A. 
Par un calcul spécial, on trouve, pour g — 2, 

P, ::^ sinaa sin4a -r^Tr/Sinôa -h A* ( — ,— , sin8a-T- ^^ / sin4«) 

12 ^ 384 \a3o4o 18024 / 

37 



j /*»/ sinioa -i ^— 7-sin6a 



2211840 2209140 

-^ A'Mô — ir^-T^ — sini2a-h -r^ tt— sinS^ ^ J / sin4«) -f-. . , 

\309b57000 33177000 79020240 / 

R ~ / ^ yi< -4- ^ A» ^? /i«2 -h . 

' 12 13824 79626240 

Pour ^ = 4» on a 

P, ^^ sin4a-f- AM sin6a -î sin2a | -h ->— sinSa 

\ 20 12 / goo 

— f^* ( ^ /» / sin loa -î'-^r- — sin6a — ,-5 — sin2a) 
\ 80040 90000 ^620 J 

-1- A* ( — 5 sin 12a -f- ;r-7i3 — sîn8a ) 

\i 0321920 0048000 / 

-*- A'M -TTé — TFn — smi4a o smioa 

\ 1857945000 I 032192000 

^93 .^^ , 397 



sin6a -î 7-7^-^ sin2al -1- 



24 1 9200000 1 244 ^ 6000 



in2a| 



R.= .6 4-^A'-Jll-A'^ J^7 A..^ 



I 

3o" 864000'* ' 1 360800000 



« • • 



PR0PRI£T£S DES FONCTIONS P. ET P,. 

64. Propriété L — L'équation P, -- o ou P2 = o ne peut avoir de 
racines doubles. 

Soit P {(X.) Tune des deux fonctions P4 ou P^, et imaginons une courbe 
dont a soit Tabscisse et P(a) l'ordonnée. Les abscisses des points où 
cette courbe rencontre l'axe des abscisses sont les racines de P (a) = o. 
Faisons varier le paramètre h d'une manière continue; alors la 



i 



- 137 - 

courbe se déformera. Si deux racines viennent à se confondre, la 

rfP 
courbe devient tangente à l'axe des abscisses et Ton a P = o, ^ — o 

pour cette racine double. Si les deux points de rencontre avec la droite 
disparaissent, les deux racines deviennent imaginaires. 

D*après'cela, si Téquation P(a) = o avait une racine double, a = a, 

rfP 
P et ^ s'annuleraient pour cette valeur de a; or, comme on a 

rf»P 



da' 



(R — 2A*cos2a)P-" o, 



il en résulterait que -^-^ serait nul pour a^a; en différentiant ensuite 

cette équation, on démontrerait que toutes les dérivées de P s'annulent 
pour a = a; ce qui est impossible. 

L'équation P(a) = o ne pouvant avoir de racines égales, deux ra- 
cines réelles de cette équation ne peuvent devenir imaginaires par la 
variation continue de h; car, pour qu'elles deviennent imaginaires, il 
faut qu'elles passent par l'égalité. 

Propriété IL — La fonction P, est nulle et la fonction Pa maximum 

pour a = o. De plus, la fonction P| (a) est nulle pour a = - si ^ est 

pair, et maximum si ^est impair; P, est, au contraire, maximum dans 
le premier cas, nulle dans le second. P| {a) reprend les mêmes valeurs 
dans chaque quadrant au signe près, de sorte que les quantités 

P,(«), P,(7r-a), P,(7r-^a), P,(a7r-a) 

ont la même valeur absolue, et les changements de signe sont les mêmes 
que ceux de sin^a. 
De même, les quantités 

Pa(a). P,(7r-a); P,(7r-f-«), P,(2r-a) 

sont égales au signe près, et la fonction P, (a) se comporte dans les 
passages d'un quadrant au suivant comme cosga. 

Toutes ces propriétés sont la conséquence immédiate de la forme de 
ces fonctions. 

i8 



^ 
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Propriété III. — Quel que soit A, les équations P| = o et P^ = d ont 
^racines, depuis zéro inclusivement jusqu'à tt exclusivement. 

D'abord le nombre des racines de l'équation F, = o ou Pa= o, com- 
prises entre zéro et -9 est indépendant de la valeur du nombre h. 

En effet, une racine ne peut franchir la limite zéro ou ~ par la varia- 
tion de h. Par exemple, P< s'annule pour a = o; si une racine, d'abord 
positive, s'abaissait au-dessous de zéro, elle passerait par zéro; donc on 

aurait une racine double. Si P| est maximum pour a = -9 une racine 
de P4 = o ne peut devenir égale k -9 car il en résulterait encore que P| 
et -^ s'annuleraient pour a = -» ce qui est impossible. 

Le nombre des racines dea = - à a = 7r ne varie pas non plus 

avec A. Or, pour A~o, les fonctions P, et Pj se réduisent à sin^a et 
cosga, et elles s'annulent g fois depuis a = o jusqu'à a~n exclusive- 
ment. Donc, quel que soit A, les équations p4 — o et Pj ~ o ont aussi 
^racines dans le même intervalle. 



SUR LES FONCTIONS Q QUI DOIVENT tTRE ASSOCIÉES A I>, Et P,. 



65. On passe de l'équation 



rf>p 
(i) -T^ -f-(R~aA*cos2a)P:=-o 



da' 



à celle qui donne Q 



(2) ^__[R^a/l«E(2P)]Q=:0, 



en changeant a en /3 y/— i et P en Q. Donc, si l'on change a en j3^— i 
dans les valeurs de P, et Pa, on obtiendra une solution de l'équation (a) 
que nous appellerons Qt ou Qa pour le casde R=: R^ et celui de R -^ Rj. 
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Nous avons trouvé, pour formule du mouvement vibratoire (n^ 58), 

(V =r « sin(2X/n<)y u = QP, 

et il est aisé de prouver que u doit se réduire à P| Q4 ou P2 Qa- 

Assujettissons ^fj-^-r- ^ varier d'une manière continue dans toute 

rétendue de la membrane; en exprimant que ces conditions ont lieu 
sur la droite qui joint les foyers, on a, d'après le n^ 32, en désignant 
par ul et ul les dérivées de u par rapport à a et |3, 

(3) u(a, 0)= u{ — a, o), u^((x, o) — — u'^(-^ oc, o), i/'^ («, o) — — u^(—oc, o), 

la deuxième équation rentrant dans la première. 

Quand R est égal à R|, la solution générale de l'équation {2) se com- 
pose de Q4 (/3), qui s'annule avec ^, et d'une autre fonction K (|3) dont 
la dérivée est qulle pour ]3 = o. Posons 

i£ = P.(«)[CQ.(P)-hC'K((3)]; 

les équations (3) donnent 

P.(«)C'K(o)^-Pt(«)C'K(o), 
P.(«)CQ;(o)=z P.(a)CQ',(o), 

et il en résulte que la constante G' est nulle. Ainsi on a 

P, = singea -h A*[asin(g^-*- 2) «4- fcsin(gr— ^)a] +. ., 
qui s'associe à 

Q,= — hAMa hfc H-.... 

Si l'on prend ensuite pour u 

« = P.(«)[CQ,(l3) + C'Q((i)], 

Q(/3) étant une solution de l'équation (2) pour R = Rj et s'annulant 
pour jS = Oy on trouve, d'après la troisième équation (3), queC est 
nul. Donc la fonction 

Pi=cosga-f- A*[acos(g^-f- 2)a4- bcQs{g— a)a]-*-. . ., 

18. 
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qui est maximum pour a := o» doit s'associer avec 

Q,= — ^^ +A'[« ^ 46 \-^. .. 

qui est maximum pour p — o. 

Toutefois, les expressions de P| et P, pourront être convergentes, 
sans que celles de Qi et Q2 le soient pour toutes les valeurs que peut 
prendre j3 dans l'intérieur de la membrane ; mais, pour le moment, 
nous voulons plutôt faire remarquer les caractères des fonctions Qi et Q2 
que de donner un moyen de les calculer. 



SUR LES LIGNES NODALES. 

66. Il résulte de ce qui précède que nous avons, pour le mouvement 
vibratoire de la membrane elliptique, deux genres de solutions simples 
donnés par les formules ^ 

iv=r= CPiQ, sinaX.mr, 
w=^ CPaQsSin2Xam/, 

et les lignes nodales ont pour équations, dans le premier genre. 

Pi -- o, Q, == o, 
et, dans le second genre, 

Pî - o, Q-, ~ o. 

Dans le premier genre, le grand axe est une ligne nodale; dans le 
second genre, il est en maximum ou en minimum de vibration. 

Les équations Qi = o et Q, = o donnent des ellipses qui ont les 
mêmes foyers que le contour de la membrane. Les équations P| = o 
et P2 = o déterminent les asymptotes des lignes nodales hyperboliques 
qui ont encore les mêmes foyers; et le nombre entier g qui entre dans 
Pi et Pa indique combien de fois ces fonctions s'annulent de o à ;r, 
c'est-à-dire le nombre des lignes nodales hyperboliques, en désignant 
par ligne nodale hyperbolique les deux branches d'une hyperbole ter- 
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minées au grand axe qui ont la même asymptote. Dans cette manière de 
voir, une hyperbole est comptée pour deux de ces lignes; mais si le 
grand axe ou le petit axe sont sans mouvement, ils ne sont comptés 
que pour une seule ligne hyperbolique. 

Si g est nul, le mouvement ne peut être que du second genre, et il 
n'existe aucune ligne hyperbolique. 

Si ^ = I, on n'a de ligne nodale hyperbolique que le grand axe dans 
le premier genre et que le petit axe dans le second genre. 

Si ^ = :2, dans le premier genre on a pour ces lignes le petit et le 
grand axe, et dans le second genre une hyperbole. 

Si ^ = 3, on a pour ces lignes nodales une hyperbole, et soit le grand 
axe, soit le petit axe, suivant que le mouvement est du premier ou du 
second genre. Et ainsi de suite. 

Réflexions sur les dé^^eloppements des fonctions P|. Pa» Qi> Qi- 

67. Les formules que nous venons d'obtenir pour ?« et P^ sont celles 
qui sont les plus propres à caractériser ces fonctions et à en faire aper- 
cevoir les propriétés. C'est seulement avec la méthode que nous avons 
donnée qu'on se représente bien la constante R qui entre dans l'équa- 
tion différentielle qui a pour solution P| ou P^, et> par conséquent, 
qu'on reconnait que la constante R ne peut être choisie de manière que 
la solution générale de cette équation soit périodique. 

Mais si, d'après ce qui précède, on se représente bien les fonc- 
tions Pn'Pa, ainsi que Q, et Qa» les séries employées ne sont pas d'une 
application commode pour le calcul; celles qui donnent P|, Pa et R ne 
seront pas en général assez convergentes, et les séries qui donnent Qi 
et Qa seront encore moins admissibles. 

Nous allons donc maintenant indiquer des formules qui pourront être 
d'un usage plus commode pour le calcul. 

AUTRES DÉVELOPPEMENTS DE P. ET P,. 

68. Posons v' = sina et prenons v' pour variable, l'équation 
(i) ^ + [R(^',/i')-a/i'C0sa«]P = o 



- 142 - 

se ohaage en la suivante 

On a une solution en posant 

(a) P,= At(/'+A,/>-h. .-+-A^./«'-^4- A^v'^'-'H-...; 
et en faisant M = R -^ ^h^f on a 

puis on obtient tous les coefficients suivants par la formule 

(b) ^^_^[(^^.)'-M]A,-4A'A._.. 



2S{^S -hl) 

qui permet de calculer chaque coefficient au moyen des deux précédents. 

Si R est quelconque , ?« n'est ni nul ni maximum pour a = - 

OU (^=i; il ne jouira de cette propriété que si R est égal à R,» et 
considéré comme fonction de a^ P| aura alors la période un. 
On a la seconde solution de Téquation (^2)» en posant 

et l'on trouve 

Pe q)ême» Pa n'est nul ou maximum pour ^=1 qu'autant que R est 
égal à R2» et alors il a par rapport à a la période 211. 
Si l'on fait 9 =. çosgçi Téquation (i) devient 

on obtient alors deux solutions , l'une impaire et Tautre paire , que 
nous appellerons II| et lia 

{e) ni=:aiC4-a,i^4-a*v*-+-. . ., 

(/) n, = A-. + A-.t;»4- A-t«^ 4-. . . . 
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Il faut bien remarquer que, si R est quelconque, les deux fonctions P| 
et P2 ne se confondent pas avec les deux dernières, puisque P| et P2 ne 

sont ni nuls ni maximum pour a = - ou i^ = o; mais on aura 

PjnirDii, + D'n„ 

C, C\ D, D' étant des constantes. Dans le cas seulement où B est égal 
à R| ou Ra, P| et Ps se confondent avec IIi et Ils; si le nombre entier g, 

qui entre dans R, est pair, P| est nul, P^ maximum pour a = -*, donc 
ou a 

(4) p. = n„ p, :.n,. 

Si g est impair, P| est maximum, P2 nul pour a = -•, il en résulte 

(5) p.==:n„ p,=n.. 

On passe de l'équation (s) a l'équation (3) en changeant i^ en (^ et A' 
en — A' ; donc on passe de P| etP^ à IIi et lia P^i* le même changement, 
et il résulte des équations (4) et (5) que, si g est pair, on a une autre 
expression de la fonction périodique P|, en changeant dans la for- 
mule (a) ^ en i' et A* en — A^ ; on a une autre expression de Pa en fai- 
sant le même changement dans la formule {c). Enfin, si ^J^ est impair, ce 
changement transforme P| et Pa Fun dans l'autre. 

Il est très-aisé de reconnaître que les séries (a), (c), (e), (/) sont 
convergentes tant que {^ et i^' sont < i ; ce qui a lieu ici, puisqu'ils dé- 
signent un sinus ou cosinus. Considérons plus généralement la série 

Ar, + A", :r -4- fr, ar' 4- . . . -h A*, a:" -h . . . , 

dans laquelle a? est < i, et dont trois coefficients consécutifs sont liés 
par la relation 

n#H-l = A, Ar, -h Us »*— I > 

on suppose en outre que la limite de A„ quand s grandit indéfiniment 
est moindre que l'unité, ou lui est au plus égale, et que la limite de a, 
est zéro; alors la série est convergente. Or les quatre séries ci-dessus 
remplissent les mêmes conditions. 
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DÉVELOPPEMENTS DES FONCTIONS Q, ET Q>. 



69. Les fonctions Q, et Qa satisfont à l'équation 

(I) ^0^[R_Aa(e»M-e-P)]Q; 

Q, est une fonction impaire par rapport à/3, etQ2 une fonction paire: 
on aura donc, d'après la série de Maclaurin, 



1'' 



On pourra facilement calculer les dérivées de Q en différentiant suc- 
cessivement l'équation (i) et Ton y fera ^ — o. R est égal à R, dans Q,, 
à Ra dans Qa- Posons en général M = R — 2A% et nous aurons 



(3^ . /!., ./A,N P 



Q,^ C [(3 + M -?^ 4-(M'- 24A') 

I I • 2 • <3 



S 



I .2.3.4*5 

-+-(M»-io4A»M-i6oA«) — ^- h...], 

1 . 2 ... 7 J . 

^ L 1.2 1,2.3.4 2.3,4.5.0 j 

Les fonctions Qi etQa ne sont discontinues, ni infinies pour aucune 
valeur finie de j3, ainsi qn'on le déduit aisément de l'équation (i); il 
s'ensuit que lesjséries précédentes qui les développent suivant la série 
de Taylor sont toujours convergentes. 

En changeant |3 en ai dans Q, et Qa, on a 

P,=: D L " M -^ -MM»- 24 A») ~-^ 

L I .2.3 I .2.3 4-5 

-(M»- io4A'M - i6oA') — '.,.^t 

P,=dT«-M — + (M'-8A»)^l^'-{M»-56AM-32A')— ^+...1. 
' |_ i.a ' i.a.3.4j 1.2...0 J 
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La valeur de R ou de M doit être choisie de manière que P| etP^ aient 
2n pour période; donc les valeurs de ces expressions doivent rester les 
mêmes quand on y remplace a par a -f- 211. Un moyen très-simple de 
déterminer M, c'est de remarquer que P| doit s'annuler pour a — ir, 
comme pour a = o, et que Pj doit rester le même pour ces deux valeurs 
de a; on a ainsi Tune des deux équations 



TT* ,,,. ^ ,., TT* 



('^^ "-'^T:ir3+(*''-^*')rM:5-'="' 



7r' ,,,. ^... TT* 



(6) ,_M-^ -+-(M*-8A») -4-7 -...== 1. 

1.2 ' 2.3.4 

Supposons , par exemple , qu'il s'agisse d'un mouvement vibratoire 
du premier genre donné par la formule 

iv = P, QiSinaXm/. 

Soit |S = B l'équation du contour qui est fixe, M et A seront fournis 
par (a) et l'équation 

Si l'on a surtout en vue la comparaison de la théorie avec l'expé- 
rience, on pourra procéder comme il suit. Après avoir produit expéri- 
mentalement un état vibratoire de la membrane, on notera la hauteur 

du son, et par suite la valeur de X = -• Alors l'équation (a) ne ren- 
fermera plus que l'inconnue M, et il restera à vérifier que M et A = Xc 
satisfont à (c). 

J'ai démontré dans mon Mémoire que la quantité M qui entre dans P, 
est toujours positive; d'après cela, les expressions précédentes de P, 
et Qa permettent de reconnaître que les parties du grand axe situées 
entre les foyers et les sommets voisins produisent des vibrations d'am- 
plitude maximum, et la partie située entre les foyers des vibrations 
d'amplitude minimum. En effet, prenons sur le grand axe, entre le 
foyer et le sommet le plus voisin, un point n pour lequel a est nul; 
considérons un point nf très-voisin sur l'ellipse homofocale qui passe 

'9 
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par n; /3 est le même pour ces deux points , et a est nul pour n, très- 
petit pour n'; donc le déplacement vibratoire est plus grand pour n 
que pour n\ 

Prenons un point m sur la ligne FF' qui joint les foyers, et aussi un 
point m' très-voisin sur l'hyperbole homofocale qui passe par m; a est 
le même pour m et m', /3 est nul pour m, très-petit pour m'; donc la 
grandeur de la vibration est plus petite en m qu'en m'. 



DES LIGNES NODALES ELLIPTIQUES. 



70. Les valeurs des fonctions Q, et Qa sont données par l'équation 

dans laquelle on donne à R les valeurs R| et R2. 

R, comme on sait, dépend de h ou de Xc; désignons par Q (j3, le, g) 
la fonction Q4 ou Qa, et soit ]3 = B l'ellipse du contour de la membrane. 
Les racines de l'équation en X 

sont en nombre infini et nous les désignerons dans Tordre de la gran- 
deur croissante par 

( O y A\f /j, Aiy ' • ' f /|f /#4-if • • • î 

d*autre part, les racines en ^ de l'équation 

« 

sont aussi en nombre infini; or, X, étant le terme de rang 5 dans la 
série (3), il y a précisément ^ — i de ces racines qui sont comprises 
entre zéro etB. 

C'est ce que nous allons démontrer, et il en résultera que, lorsque X 
aura la valeur Xj, la membrane aura s— i lignes nodales elliptiques. La 
démonstration que nous allons donner est longue et didicile; mais il 
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faut remarquer qu'elle est susceptible de généralisation et qu'on pour- 
rait l'appliquer à des membranes d'autres formes. 

D'après ce que nous venons de dire, les quantités X,, ^2, X3,... don- 
nent les identités suivantes : 

(4) Q(B, A,c, g) = o, Q (B, X,c, g^) =^ o, . . . , Q(B, Xc, g) == o, . . . . 

Si l'on conçoit que c et B varient, il est évident que X, doit varier; 
ainsi X, est une fonction de B, et de la 5'^'"' équation (4) nous tirerons 

X, est une fonction continue de c, et nous allons voir par le théorème 
suivant qu'il peut aussi être considéré comme une fonction continue 
deB. 

Théorème L — Considérons une racine X de la série (3), X,; d'après 
l'équation {2) ou l'équation (5), X, est une quantité qui varie avec c et 
avec B. Or supposons c fixe et faisons croître B à partir de zéro; je dis 
que X^, qui sera d'abord infini, ira constamment en décroissant. 

La première idée qui se présente à Tesprit est de se servir de l'équa- 
tion (i], qui donne Q, ou Q2; mais, quoique nous ayons appris à cal- 
culer la quantité R qui renferme A = Xc, cette quantité présente de 
l'embarras. Aussi, au lieu de considérer l'équation (i) qui donne Qi et 
Qa, nous servirons-nous de l'équation trouvée au n**58, qui donne 
M = P^ Q, ou w = P2Q2, et qui, en remplaçant 4X^ par 9, peut s'écrire 

(6) d? -^ 3pï "= - ?-[E(2p) - C0S2a]u; 

f est choisi de manière que Q, et par suite u, s'annulent pour p = B. Si 
l'on suppose que B reçoive une très-petite variation, la quantité 9 qui 
se trouve dans u subira elle-même une très-petite variation indépen- 
dante de oCf puisque B et X, ou B et <p, sont liés par la seule équation 

Q[h,lc,g)=zo ou Q^B, ^c,g^j = o. 

"9- 
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Or, inversement, nous pouvons supposer que le nombre 9 subisse une 
trës-petite variation et chercher l'accroissement de B qui sera indépen- 
dant de OL. 

u se changera alors en i/| = i/ -h du, donné par l'équation 

^'^ •5^-^-3^ = -(?^^?)-[E(2P)-C0S2aJ«.; 

on a d'abord 

Q(P. ^^, g) = o pour (3 = B 
ou 

Il zrr o pour P == B, 

et, puisqu'on donne à 9 l'accroissement ^<p, i£« n'est nul qu'autant 

qu'on accroît B de 

^^ du ^ du 

quantité indépendante de a; elle est de même signe que 

du du 
^d^d^' 

qui varie avec a, mais dont le signe est par conséquent le même quel 
que soit a\ donc, pour connaître le sens de la variation de B, il suffit de 
chercher le signe de 



r^^dudu, ^ ^ 



En combinant les équations (6) et (7), on a 

d^u d^Ux d^u d^Ui * c* _, ^. ^ 

Multiplions par dad^ et intégrons de a=o à a=2n et de p=o à jS=B, 
nous aurons 



f"/ du du\^.f^ 



B /«îiff 



V"*5ô""''rfû^j,^'*"*'â / / [E(2P)-C0S2a]tttt.rf«rfp. 
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uet U| ont la période 2n par rapport à a; donc la première intégrale 
est nulle, puisque tous ses éléments sont nuls; u et Ut ou leurs dérivées 
sont nuls pour j3 = o, suivant qu'ils sont de la forme P<Q, ou P2Q2; 

donc 

(du du A 

d'ailleurs u est nul pour j3 == B; donc la seconde intégrale se réduit à 



n^'^ïj''- 



Or, en général, u^ est égal à M-f- g-^?> et, pour ]3 = B, il se réduit à 
-^c^f ; donc, enfin, l'équation ci-dessus devieat 



B r*2n 



Le second membre est essentiellement positif, puisque tous les élé- 
ments de l'intégrale double sont positifs; donc le premier membre est 
aussi positif. Il en résulte donc que, lorsque f grandit, c^B est négatif et 
B diminue, et inversement, quand on fait diminuer B, f> ou X grandit; 
ce qu'il fallait démontrer (*). 



(') Dans notre Mémoire Sur la Membrane elliptique [Journal de Mathématiques, t. XIU), 
nous n'avions pas réussi à trouver cette démonstration ; mais nous y sommes parvenu plus 
tard dans une question semblable [Mouvement de la température dans le corps renfermé 
entre deux cylindres circulaires excentriques, même Journal, t. XIV). Peut-être, pour mon- 
trer la généralité de notre raisonnement, aurions-nous dû écrire, au lieu de l'équation (6), 

d'u d^u I 

-d^^^ d^^ ^-^Â-^"' 

h* ayant la même signification qu'au n*^ 26 ; car c'est alors une équation que l'on rencontre 
dans le mouvement vibratoire d'une membrane de forme quelconque. 
En combinant les résultaLs obtenus ici avec ceux qui se trouvent dans le Mémoire de la, 

membrane elliptique au n"* 28, on conclut -jp <,ih^ h étant la quantité le. 
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71 . De ce qui précède, on déduit aussi le théorème suivant : 

Théorème IL — Si Ton a 

Q(B, Xc,g):^o, 

X est donné par l'équation (5) ou 

d'après laquelle X peut être regardé comme une fonction continue de B, 
et réciproquement, si X a la valeur (y), on a 

Q(B,Xc, g) = o. 

Théorème III. — Supposons le nombre entier g fixe et c constant, les 
quantités 

AiyA], As}.*') Aj,. • * y A/,... 

dépendent d'une même valeur de B, dont elles peuvent être regardées 
comme fonctions. Or, si elles sont rangées par ordre de grandeur crois- 
sante pour une certaine valeur de B, B ^B,, elles le seront aussi pour 
toute autre valeur de B. 

En effet, admettons que le théorème soit inexact et que, pour une cer- 
taine valeur de B, B = Ba, X^ soit < X, ou (pt < 9,. Puisqu'on a X^ >X, 
par hypothèse pour B = B|, et que X, et X^ sont des fonctions continues 
de B, d'après le théorème II, il en résulte que, pour une certaine valeur 
de B, B = B' comprise entre B| et B^, on aurait 

A/ - ' A, . 

Or je vais prouver que les deux racines X, et X, ne peuvent devenir 
égales. Suivant que Q représente une fonction Qf ou Q2, considérons 
les deux fonctions P^ ou P^ qui co.rrespondent à la même valeur de g et 
aux valeurs de X, X = X, et X = X,, et désignons-les par 

P:=:P(«, gr,X,), F=P(a, ^,X,); 

représentons aussi par Q et Q' les deux fonctions Q associées à P et P', 
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on démontre facilement, et la démonstration sera donnée plus loin 
n® 73, que l'on a 

f f ''[E(2(3)--C0S2a]PFQQ'rfarf(3r-o; 

t/O t/o 

si l'on admet que X, puisse devenir égal à X„ cette équation devant avoir 
lieu quelle que soit la différence entre X, et X, aura encore lieu quand 
ces deux quantités seront égales, et comme alors on a P=P', Q = Q', il 
en résulterait 

f f [E(2P)~cos2a]P«Q»rfarfp = o, 

ce qui est absurde, puisque tous les éléments de cette intégrale sont 
positifs. 

72. Les trois théorèmes précédents étant démontrés, construisons 
{Jig, i6), /3 étant l'abscisse et y l'ordonnée, les courbes données par les 
équations 

(k) r==x.({3), ;r=x,(p),..., r=x(^],. ., r^^iii^) 

X,, Xa, X,,... étant les différentes valeurs de la fonction (5), dans les- 
quelles B est remplacé par |3 ; on n'y indique pas les quantités getc 
parce qu'elles sont les mêmes dans toutes ces fonctions. 
Il résulte du théorème III que, si les quantités 

X.((3), X,((3), X,{P),... 

sont rangées par ordre de grandeur croissante pour ^ = B, elles le 
seront aussi pour toute autre valeur de |S; autrement dit, chacune des 
courbes (k) sera située entièrement au-dessus de la précédente. Il ré- 
sulte ensuite du théorème I que les ordonnées de chaque courbe vont 
constamment en décroissant à mesure que l'on fait croître l'abscisse j3 
depuis zéro jusqu'à l'infini. 

D'après cela, supposons que la valeur de X qui se trouve dans z^ soit 
la t^^'^ de la série (3) ou X^ (B). Prenons sur Taxe des ^ l'abscisse B, 
et à son extrémité élevons l'ordonnée X,(B) de la tf^"*^ courbe; 
soit M le point correspondant. Menons par le point M une parallèle à 
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Tdxe des abscisses, elle rencontrera les courbes {k) chacune en un point 
dont Tabscisse a les valeurs croissantes 

et u s'annulera, quel que soit a, pour le nombre infini de valeurs 
,3 = B,, ^ = Ba,. . ., dont les / — i premières sont plus petites que B. 

Flg. i6. 




B, B, B, Br_» B, B,+ 







En effet, le nombre X qui se trouve dans u pouvant être regardé, par 
exemple^ comme ayant la valeur 

on déduit du théorème II que u s'annule pour |3 = B^. Donc, enfin, le 
théorème énoncé au commencement du n^ 70 est démontré. 



MOUVEMENT VIBRATOIRE LE PLUS 6ËNËRAL DE LA MEMBRANE ELLIPTIQUE. 



73. Nous ne nous sommes occupé, jusqu'à présent, que de mouve- 
ments vibratoires simples, qui sont ceux que l'on produirait le plus 
aisément dans l'expérience. Nous allons maintenant supposer que l'on 
donne à tous les points de la membrane des vitesses initiales quelcon- 
ques, et déterminer l'état vibratoire qui en résultera. 

Nous pouvons exprimer la vitesse initiale imprimée à chaque point de 
la membrane par la formule 
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dans laquelle 4>(a, |3) est une fonction qui s'annule sur le contour de 
la membrane j3 = B, et qui, d'après ce que nous avons vu n° 65, reste 
invariable quand on y remplace a et*p par — a et — |3. On en conclut 
facilement que 4>(a,|3) est la somme de deux fonctions F,(a,p), 
^2(^9 jS), qui, ordonnées par rapport aux puissances croissantes de a 
et p, sont Tune de la forme 

paire en ol et p, et l'autre de la forme 

F,= A'a(3 -+- B'a'p -4- C'a(3> + D'à* (3 -+- E'a*(3* -f- F'ap' -h G'a'jâ -+-... 

impaire en ol et impaire en ]3, mais paire par rapport à leur ensemble. 
Après avoir posé 

$(a,(3) = F.(a,(3)-hF,(a,(3), 

regardons le mouvement vibratoire engendré comme la somme d'une 
infinité de mouvements vibratoires simples, dont nous allons déter- 
miner l'amplitude. Chaque mouvement simple du premier ou du second 
genre donné par les formules 

w = «P, Qi sinn'kmt, tv = èP, Q» sinaA/n^, 

où a et 6 sont deux constantes, dépend d'abord d'un nombre entier g, 
et, ce nombre^ une fois désigné, ce mouvement peut varier d'une infi- 
nité de manières par le nombre X, qui est susceptible des valeurs crois- 
santes X|, X2,.. •> X|>..., et nous les affecterons d'un second indice qui 
rappelle le nombre g; les deux formules précédentes seront ainsi 
remplacées par les deux suivantes 

^ ^ ûP.(ff' Xf ) Q, {g, Xf ) sin(2Xf m/), 
iv ^ bV,{g, X/) Q,(^, X;*) sin(2A;^/ii/). 

Considérant ensuite un état vibratoire composé d'une infinité d'états 
simples, on aura 

«;r^2a,,vP.U,Xf)Q,(gr,Xf)sin2Xfm/ 

-+- 26,.v V.{g, X;«) Q.(g, X?) sinaX;' mt. 

ao 
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et Ton en tire, pour la vitesse initiale, 

+ 2m2X;«ft,.,;P,(g-,X;«)Q.(y?', >.;»). 

expression qui doit être identifiée k $(a, /S); mais nous décompose- 
rons cette égalité en les deux suivantes 

(2) F.(«, P) = amIX'f Vf Më' ^^)Q'(ê-' >•/)• 

Considérons maintenant les quatre équations 

-T-7- 4- [R(g-, Ac) — 2X'6*2cos2a)]P--o, 

En retranchant les deux équations (b) multipliées par Q' et Q, on a 

intégrons de |S = o à /3 = B, paramètre du contour, et nous aurons 

+ ,.Ck^-}.'^)c' f E{2p)QQ'</(3-(R-R') r QQ'rfj3. 

Le premier terme est nul, parce que Q et Q' sont nuls pour |3 = B; 
ensuite, si Q et Q' ont le caractère de Q,, ils sont nuls pour |3 = o, et 
s'ils ont tous deux le caractère de Q2» leurs dérivées sont nulles pour 
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/3 = o; donc le second terme est aussi nul. On trouve de même, en 
combinant les équations (c) 

/ rfP d?'V* r^" 



j — 2(X» — a'»)cM PP'cos^arfa 



da da j ^ ^^ 

'Xtz 



-4-(R-R') r ''PP'rfa, 



dont la première partie est nulle, parce que P et F' sont des fonctions 
qui ont ^n pour période. Si P et P' sont de même espèce, ils sont tous 
deux nuls pour a = o et a = tt, ou bien leurs dérivées sont nulles pour 
ces valeurs de a; alors on intégrera seulement entre o et tt, et le 
premier terme sera encore nul. Ainsi nous avons les deux égalités 



B /%B 



i(R--R')r QQ'rfprzz2(X'--V')c»r QQ'E(2p)rfp, 
[d] ^" 

i 2(X'-V»)c» r^'pP'cosaarfa^r (R — R') / ""pP'rfa. 

! J o Jo 

Multiplions ces égalités membre à membre, et, divisant par 

2(R-R')(X» — X'»)c^ 

nous obtenons 



=: O. 



(e) / / [E(2(3)-cos2«]PFQQ'rfprfa=z 

t/o «/o 

Cette égalité n'est plus démontrée si X = X' ou si R = R' : elle est 
cependant encore exacte; car si X = X', on déduira des équations {d) 

f QQ'd^^o, PpP'rfa -:o; 

donc les deux parties de l'intégrale {e) sont nulles. Si R'=: R, on voit 
encore que les deux égalités {d) entraînent {e). 
Multiplions les deux membres de l'égalité (i) par 

et intégrons par rapport à a de o à tt, et par rapport à ]3 de o à B : 

20. 
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tous les termes* disparaîtront dans le second membre, d*aprës (e), 
excepté celui qui a pour coefficient a^,>., qui se trouve déterminé. On 
a de même bg;^^^ au moyen de Téquation (a). 

Remarque L — Au moyen de Téquation [e), et en se servant du 
même raisonnement qu'au n^ 54, on pourra démontrer que toutes les 
racines X de l'équation 

Q(B,Ac,gr)=ro 
sont réelles. 

Remarque IL — Si , au lieu d'exprimer P au moyen de a, on l'avait 
exprimé au moyen de 1^= cosa ou de v' =^ sina, on eût été facilement 
exposé, dans les considérations précédentes, à faire un raisonnement 
faux. Comme, dans la suite de ce cours, on pourrait plusieurs fois com- 
mettre cette erreur, je crois devoir montrer en quoi elle consiste, et 
d'autant plus volontiers qu'on la rencontre dans de très-bons ouvrages. 

Si l'on pose (^ = cosa, les deux équations qui donnent P et F au 
moyen de a sont 

rf»P' rfP' 

Faisons sur ces deux équations les calculs analogues à ceux qui ont 
été appliqués aux équations [c)\ nous multiplierons la première par 

» la seconde par > et nous intégrerons de i^ = i à f' = — i , 



limites qui correspondent àa = oeta = ;r; nous aurons ainsi 



-(R-R')/* "pP't^ï 

Ji VI — f 



Malgré le dénominateur \j\ — v*, on sait que les deux intégrales sont 
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finies et délerminées; elles soqI d'ailleurs égales à 



f PP'cos2arfa, Hvf'da; 



si donc on regarde le premier terme comme nul quand on y substitue 

çz=zi etc= — I, à cause du facteur V> — ^*> on retrouve la seconde 
égalité [d); mais on voit que cette manière de raisonner est fausse; 
car elle pourrait être appliquée à deux fonctions P et P', qui ne sont 
pas de même espèce, et même quelles que soient les constantes R et R' 
qui y entrent, tandis que c'est grâce k la détermination que nous avons 
faite des constantes R et R' (n'''' 60-63) que l'on a 

rfP ^ dV 



i dV dP'\* • 

pour deux fonctions P et P' de même espèce, et c'est de cette dernière 
égalité que nous avons déduit la seconde formule [d). 

Toute la difficulté vient de ce que les équations [k) et (/) cessent 

rf*P 
d'être admissibles pour ç = ±i\ -^ est, en effet, toujours infini pour 

v=i^ et --r- l'est aussi si P est une fonction P, . 

dv 

Si l'on posait s/ = sina, on trouverait l'équation 
-i-(R-R')/ PP'-^ 

c/-I VI — 



- > 



dont le premier terme ne pourrait être supposé nul ; car il remplace 



\ dcc da / -K 



qui n'est pas nul si P et F sont deux fonctions de même espèce. 
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ÉQDUIBRE DE TEHPËRATURE DANS DN CTIINDRE DE LONGUEUR FINIE. 

74. D'après ce que nous avons vu au n" 26, l'équilibre de tempé- 
rature dans un cylindre est donné par l'équation 

rf'V rf>V\ rf'V 






dz 



o: 



plus généralement cette équation convient à la déternoination de l'équi- 
libre de température d'un cylindre dont la base est comprise entre deux 
des courbes a et deux des courbes jS. 
Prenons pour solution 

U == [ksxïïpz 4- làcospz)uy 

p étant constant et u ne dépendant que de a et |3; alors u satisfera à 
l'équation 

Désignons par / la hauteur du cylindre» et supposons une des bases 
située dans le plan des a?, y, et l'autre dans le plan 2 = /. 

Concevons d'abord que les bases soient entretenues à zéro, et rédui- 
sons l'expression de la solution simple à 

(3) L-rzAsinpz.u avec p-.—, 

n étant un nombre entier, ainsi U s'annulera sur les bases, a est une 
fonction de a, p, et il doit dépendre du nombre entier n et d'un autre 
nombre k\ c'est pourquoi nous représenterons u par m (a, j3, n, k). 

La solution générale s'obtiendra en faisant la somme d'une infinité 
de solutions simples, et elle sera 



/irrao 



(4) V — \ \ A.,*sin^w(ûf, p, n, /f). 



n= I k 



U faudra exprimer que pour le contour dont l'équation est /3 = i, 
b étant une constante, V a une valeur donnée fonction de a et js,/(a, z). 
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Alors on aura l'équation 



n = oo 



(5) \ \ A„,*sin— p M(a, 6, /i, /r) ~f(cf., z), 



n = I Ar 



de laquelle on pourra déduire les valeurs des coefficients A„,a- 

75. Supposons, par exemple, que le cylindre soit à base elliptique. 
Adoptons toutes les notations du n^ 58, et nous aurons 

' ~ c^[E(2(3) — côs"2â] * 

Nous ferons 
dans l'équation (2); et si nous comparons cette équation à celle-ci 






n2 

du n° 58, nous aurons, en remplaçant X* par - y- dans les formules de 
la membrane, 

y4-(R-j-^ C0S2ajP--o, 



da} 



puis nous aurons, par un simple changement de A^ en — ^y-? les dif- 
férentes valeurs de P, d'après celles que nous avons obtenues dans les 
n^60, 61,62, 63. 

Les fonctions P sont de deux espèces : les fonctions impaires P|(a) 
et les fonctions paires P^ («); et ces fonctions dépendent du nombre/? 

ou du nombre 7i( puisque/? ^ -7-) et d'un nombre entier g qui entre 
dans R. On aura donc pour la formule (4), en se rappelant que p=—i 



/ITT 



«=:• Ép = » 



\ ^Ss\npzSk^,gV,{x, g, p)q,[^, g, P 






\s\npz\ B„.^.Pa(a, ^, /?)Qa((3. g, p). 



n—i g-u 
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Appliquons l'équation (5). Désignons par/i (a, z) la partie impaire 
de/(a, z) par rapport à a, etpar/2(a, z) la partie paire; nous aurons 
les deux équations 

2^sinpz2^An,gV,(a, g, p)Qi(b, g, p)-^f^{a, z). 



n=^t g - o 

n = « g- • 



\sinpz2^B,,gV4a, g, p)Qt[by g, p)—fi{a, z). 



n=i g=o 



Déterminons, par exemple, les coefficients A„,, au moyen de la pre- 
mière. Multiplions-la par sin — r- dz, et intégrons de zéro à /; une seule 

des quantités n restera dans la formule si Ton supprime tous les termes 
qui se détruisent, et Ton aura 



g-~f» 



Soient P etP' deux fonctions P renfermant la même quantité/); nous 
aurons les deux équations 



da 
d 



-H- f Rh-^- — cosaaj Pmo, 



Multiplions la première par P, la seconde par P, retranchons, puis 
intégrons de zéro à s;:, nous aurons 

P et P' ayant pour période 2?:, le second membre est nul et Ton a 



si R' est différent de R. 



/ PFrfa^ o. 
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Multiplions Téquation (a) par P, (a, g, p)da et intégrons de zéro à 
271, nous aurons donc l'équation 



l'^'^Tt ** /• 'i TT ,'» / 



/'•ITT ^ /••ITC /^l 

^n.gQt(b, g, p) j PU^^gy P)d(x-^-7 j / f(a,z)?,(oc,g,p)s\npzdccdz, 

qui déterminera le coefficient A„,^. 

76. Considérons maintenant l'équilibre d'un cylindre dont la surface 
convexe est entretenue à la température /(a, z) et dont les bases sont 
entretenues aux températures «p, (a, |3), 92(«» jS). 

L'état de température cherché peut être considéré comme la somme 
de deux états. Dans l'un, la surface convexe est entretenue à la tempé- 
rature /(a, z) et les bases à zéro; cet état vient d'être étudié; dans 
Tautre, la surface convexe est à zéro et les bases sont aux températures 

La température, dans le second état, sera donnée par une formule 
analogue à la formule (4) 

V--22(Asin/;^ i- Bcos/7z)u(a, p, ;?, k), 

m 

la fonction u[a, ^, p^ k) satisfaisant a l'équation (2) et dépendant de 
deux quantités k et p, auxquelles se rapportent les deux signes somma- 
toires. 

Examinons de nouveau le cas où le cylindre est à base elliptique. 
Nous prendrons 

V = 22(Asinpz-f-Bcos/?z)P(a, g, /?)Q((3, g^, p) 

en ne distinguant pas les fonctions P|, Q, des fonctions P^, Q2 pour 
abréger l'écriture. 

V doit s'annuler pour |3 = 6; ce que l'on obtient en déterminant p 
par l'équation 

Exprimons ensuite les températures des bases; après avoir posé 

(c) Asin/?/-f- Bcos/?/= D, 

ai 
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nous aurons 

id) 22BP(«,g^,/>)Q{(3,g^,p):=--<p.(a.|3), 

ie) 22DP(a, g, p)Q(i3, g, p) = <p.(a, (3). 

Ld détermination des coefficients B, au moyen de l'équation {d)^ est 
identique k celle que nous avons faite des coefficients dans la théorie 
de la membrane elliptique (n^ 73), où un seul signe 2 tient lieu des 
deux signes placés ici. Les coefficients D se déterminent de la même 
manière au moyen de la formule (a). Enfin on a les coefficients Â au 
moyen de l'équation {c). 



REFROIDISSEMENT D'UN CYLINDRE ELLIPTIQUE. 



77. Supposons que Ton ait un cylindre à base elliptique; prenons 
l'axe des z parallèle aux génératrices» et nous aurons, pour l'équation 
du mouvement de la température, 






j 



k étant une constante et 



c'[E(2(3)--cosaa]' 



de plus a, ]3 sont les coordonnées définies au n^ 57, et la section du 
cylindre a pour équation p = B. Enfin, le cylindre ayant la longueur/, 
les bases sont situées dans les plans jz = o et 2 = /. 

Considérons d'abord le cas oii la surface latérale et les bases sont en- 
tretenues à la température zéro. 

Pour avoir une solution simple, posons 



V = AP(«)Q(P)sin^e'"', 



n étant un nombre entier; Y s'annulera sur les deux bases. 
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Portons cette valeur de Y dans l'équation (i) et nous aurons 

rfô^ ^ "^ *^ ^ "" T i "?r - ^^7 [E ( 2 P ) - cos 2 a] PQ. 

Posons 



les valeurs de P et Q seront précisément celles que nous avons trouvées 
dans la théorie de la membrane elliptique; X ou m se détermine par la 
condition que Q s'annule sur le contour de la section ou pour p = B. 
Les fonctions P et Q sont de deux sortes : les unes, P, (a), Qi (|3) im- 
paires; les autres, Pa (a), Qa(j3) qui sont paires. En faisant la somme 
d'une infinité de solutions particulières, nous aurons la solution géné- 
rale 



y=2Y2^sln'^P,{a)Q,{^] 



yySB^r^'^fA-)QAP)e 



-X' 

e '^ 



m> 



n 



\ se rapportant à toutes les valeurs entières et positives de /i, et les 

n 

deux autres \ ayant la même signification que le seulN du n° 73 dans 

la théorie de la inembrane elliptique. 

La température initiale est supposée donnée; désignons par F (a, p, z) 
cette température ou la valeur de V pour/ = o, et séparons F (a, /3, z) 
en deux parties: l'une, F,(a, |3, z), impaire en a et P; l'autre, Fafa,]?, 2), 
paire par rapport à ces deux variables (n^ 73) ; nous aurons 

JJjAsin^P.{«)Q.(P):=F.(a,i3,5), 

n 

Considérons, par exemple, la première de ces deux équations; multi- 

21* 
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plions-la par sin —j- dz et intégrons de zéro à /, nous aurons 



./ 



^^AP.(a)Q.(p;:--:i f F.(a,j3,z)sm?-^-rfz, 

et n est le même dans toutes les fonctions P et Q qui restent dans cette 
équation. On obtient ensuite les coefficients A de cette équation, con- 
formément à ce que nous avons vu (n® 73). 

78. Si nous supposons, en second lieu, que la surface convexe soit 
entretenue à la température zéro, mais que les bases rayonnent dans un 
même milieu, la question du refroidissement du cylindre ne présente 
pas de nouvelles difficultés, et nous nous dispensons de reproduire la 
solution. 

Mais si la surface convexe du cylindre est soumise au rayonnement 
et que les bases rayonnent ou soient entretenues h zéro,. alors la ques- 
tion devient beaucoup plus difficile. 

Cela provient de ce que la fonction de a et |S, qui entre dans la solu- 
tion simple, ne peut plus être considérée comme le produit d'une fonc- 
tion de OL par une fonction de /3. 

En effet, en désignant par dn Télèment de la normale a la surface 
convexe du cylindre, on a Téquation 

— — hb\:-o pour P:^B, 

b désignant une constante; or on a 

dV ,rfy ,, a 

dn dp' e^[E(9,p7- cosaaj' 

donc Téquation, qui doit être satisfaite pour p = B, devient 

rfV hc r^-r o- V 

-j^ -^ - vfi(23 ) — cosaaV— o, 
ftp 2 

et il est évident qu'on ne peut satisfaire k cette équation par une expres- 
sion de la forme P(a)Q(P), parce que h dépend de a. 

Nous ne déterminons point ici cette solution simple qui fait toute la 
difficulté de la question; mais la recherche de cette solution pourrait 
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être traitée selon la méthode que nous avons donnée dans notre Mé- 
moire sur la distribution de la chaleur dans le corps compris entre 
deux cylindres circulaires excentriques [Journal de M. LiouviUe, t. XIV, 
1869)/ . 

Lorsque la hase du cylindre se réduit à un cercle, la distribution de 
la chaleur s'obtient très-facilement, comme nous allons voir. 



DISTRIBUTION DE LA CHALEUR DANS UN GTLINDRE DE RËVOLUTION. 

79. La température V satisfait à l'équation 

É 

et, en employant des coordonnées polaires comme au n® 50, on a 

rf»V I rfV I rf'V d'y , rfV 

^ dr' r dr r^ da' dz' dt 

A la surface latérale du cylindre, nous aurons, en prenant la tempé- 
rature extérieure supposée constante pour zéro, 

( b] 1 ftV:— a pour rz—.h, 

' dr 

h étant le rayon du cylindre et b une constante. 

Désignons par M une fonction de r et a, par T(jz) une fonction de z, 

et posons 



\—.uT[z)e ^- , 



Téquation (a) donnera 

I (d^u I du I d'u\ I rf»T 
u \ dr"" r dr r' da' / 1 dz^ 

On en déduit que les deux termes du premier membre sont constants 
séparément, et Ton conclut, en posant 
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les deux équations 

ï rfz' " P' 

d^u I du I d^ii ,^. 

a/'* r ar r' aa' 

De la première on déduit 

T =- Ccospz 4- D siupz, 
et, d'après le n^ 50, on déduit de la seconde 

avec 

P — A cosna -h B sinna, 

Q.-r.r. Ll'-L.^ .(L-r-_ - 

|_ i(tt-+-i) i.a(n-t-i)(« + 2) 

Le rayonnement des d.eux bases donne les deux équations 

rfV 



dz 



+ yv — o pour z -- /, 



d\ ._. 

^--JV- o pour Zr-:0. 

j étant une constante que, pour plus de généralité, nous prenons diffé- 
rente de la constante h de la formule [b). Ces deux formules reviennent 
à celles-ci : 

rfz «^ " "" •^^"'^ ^ * 

\^) ' . 

«T . , 

^— 7I r_ o pour 2^0, 

Remplaçant T par sa valeur et faisant C = i, comme il est évidem- 
ment permis, nous avons 

( (yD-/;)laiig/;/ \ \yp'\ jr o, 
( D/;-^: o, 

et de ces deux équations nous pouvons tirer D et/?. 
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L'équation (2>) donnera 

(e) -T — h6Q = o pour.r = A, 

et cette équation servira à déterminer X*, et par suite m*'par la formule 
D'après cela, la solution simple 



(Acos/ia -+- Bsin/ia)Q (cos/?z h- \i€\x\pz)e 



T' 



ne renferme plus rien d'indéterminé que les deux coefficients A et B. 

On aura la solution générale en faisant la somme d'une infinité de 
telles solutions, et l'on posera 

V — \ \ \ (Acosna H- Bsinn«)Q(cos/>-5 -f-Dsin/^«) e * ; 

m n p 

un des signes de sommation se rapporte à toutes les valeurs entières 
de ny un autre à toutes les valeurs de /> et D fournies par les équa- 
tion» {d)y et le troisième à toutes les valeurs de X ou de m déduites de 
l'équation (e). 

Pour / = o, on suppose que Y est une fonction donnée F (r, a, z), et 
l'on a 

\ N N (Acos/ia-l-Bsinw«)Q(cos/?2 -h Dsin/?2) = F(r, a, z). 

m n p 

m 

Deux valeurs de T satisfont aux équations 
et, d'après les équations (c)» on aura • 



Ç TT' dz = o. 



Multiplions les deux membres de l'équation de la condition initiale 
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par T ~ cospz + D sinpz et intégrons de zéro à /, nous aurons 

\ \ Q(Acosna -4-Bsin/i«) i {cospz -^-Dsïnpzydz 



m n 



r- 1 F(r, a, 2)(cos/>JE +Dsin/>z)(/z. 

•/o 



L'équation ne renferme plus qu'une seule valeur de p. On trouvera 
ensuite les coefBcients A, B qui restent dans cette équation cotfQme au 
n° 53, oïl l'on considère le mouvement le plus général d'une membrane 
circulaire. 
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CHAPITRE VI. 



DISTRIBUTION DE LA TEMPÉRATURE DANS UNE SPHÈRE 



SQUIUBRB DE TEMPÉRATURE DE LA SPHÈRE. 

80. Nous allons chercher l'équilibre de température d'une sphère dont 
tous les points de la surface sont entretenus k des températures données 
et fixes. Cette question, au point de vue de l'analyse, se trouve entière- 
ment traitée dans Tétude qu'a faite Laplace de l'attraction des sphé- 
roïdes {^Mécanique céleste^ liv. III, chap. II). 

Si un corps est en équilibre de température, sa température Y satis- 
fait à l'équation 

AVrrrO. 

6r, en général, soient trois familles de surfaces orthogonales rapportées 
k des axes rectangulaires et données par les équations 

dans lesquelles p, pi, ps sont des paramètres variables; en prenant p, p^, 
p^ pour coordonnées, on a la formule de Lamé 




dp dpi dût J 



AV = AA.„, y^ j^ . -^ - . ^p^ 

A représente v/(^)'-+- (è) •+- (S)' ^" ^» représentent des expres- 
sions semblables dans lesquelles p est remplacé par /», et p,; mais, pour 



aa 
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les former de la manière la plus commode, nous nous servirons de la 
formule démontrée au n° 24 

(a) rfx»+ rfr'+ rfz'= ^rfp»+ y~</pî+ ^dp\. 

Prenons des coordonnées polaires dont Torigine soit au centre de la 
sphère; un point quelconque est déterminé par sa distance r au centre 
o de la sphère, par Tangle que fait r avec Taxe polaire oXf et par 
l'angle ^ que fait le plan mené par ox et par r avec un plan fixe mené 
par ox. Les trois surfaces orthogonales de ce système de coordonnées 
sont : 1^ une sphère de rayon r; 2^ un cône de révolution dont la géné- 
ratrice fait avec oo; Tangle 6 ; 3^ un plan méridien. Leurs équations 
sont 

et les trois paramètres p, p,, ps sont remplacés respectivement par r, 
et ^. 

On passe des coordonnées rectilignes aux coordonnées polaires par 
les formules 

x:=rcosO, 7'=:rsin6cos4'» j8 ::= rsin9sinv|;, 

qui satisfont aux trois équations précédentes, et il en résulte 

dxzzzdrcosO — rsïnOde) 

djr z= drsin 6 cos^p ■+- rcosÔ cos^ dB — rsinfl sin ^ d^^ 

dz =:drsïnOs\n ^ -+- rcosdsin ^dO -^ rsinôcos^i rf^; 

par suite on aura 

Comparant les formules (i) et (a), on a 

A— I, hi = -j ht— — r-ri 

r rsinO 

par suite 

v-T- = r» sin , T-r = s\iï9, rr— --^-û» 
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et l'équation AY = o devient 

dr de sine d^^' 

d\ rfV 

Posons cos6 = /x, nous aurons -jâ = —-j' ®^^^* ^^ ^^ ^^ résulte enfin 
.l'équation 

c^est l'équation considérée pour la première fois par Laplace dans la 

Mécanique céleste pour l'attraction des sphéroïdes. La température V 

doit satisfaire à cette équation, et p désignant le rayon de la sphère» on 

doit avoir 

V = F(ô,vI;) pour r^zzp. 

81 . Faisons \ ^YR, la fonction Y ne dépendant que de 6 et i]^, et la 
fonction R que de r; substituons cette expression dans l'équation (i) 
et divisons par YR; nous aurons 

,, ,,rfY ,/ ,rfR\ 

_î_l^ - ^^'""^^5^ i^XÂZ- 
I ~ /x> Y rf^' "^ Y diJL "^ R dr "" °* 

Le troisième terme ne dépend que de r et les deux premiers que de /x 
et ^; donc 

R dr 

est une constante; prenons, pour R, R=:ar'', a étant constant et n un 
nombre positif, afin que R ne puisse devenir infini au centre de la 
sphère, et pour la commodité de ce qui suivra, posons, puisque a est 
arbitraire, 

-G)"''" 

(*) Le potentiel Y d'un sphéroïde ou d'une couche sphérique par rapport à un point 
extérieur dont les coordonnées sont (r^ 9^ a|/) satisfait à AV = o; mais alors il faut prendre 

22 • 
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on a donc 



R dr 



— n(n -f-i), 



et l'on a, pour l'équation qui donne Y, 



(^) t:j^-W^ 5j^ +»(» + . )Y^o. 

Prenons pour n un nombre entier et positif, et nous allons obtenir 
pour Y une fonction rationnelle du degré n des trois quantités 

cos9, sin9cos4', sindsinv]^, 
ou 

c'est-à-dire des coordonnées rectilignes d'un point quelconque de la 
sphère dont le rayon est l'unité» et cette fonction renfermera in + i 
constantes arbitraires. 

Les quantités cos^ et sin^/ ne doivent se trouver dans Y que multi- 
pliées par sindy afin que, pour d = o ou sur l'axe polaire, Y devienne 
indépendant de ^ comme la température doit l'être. 

Cherchons d'abord une solution particulière de l'équation [2) et pre- 
nons Y de la forme &¥^ ^ ne dépendant que de ^^ et 6 que de Q ou 
de fx; en portant cette expression dans l'équation (2), nous aurons 

^^) ¥:5+^-*- 5^-f/i(ii-f-i)(i-^') = o. 

Le premier terme ne dépend que de ^, les deux autres que de ii\ 
donc» comme ¥ doit être périodique, on peut poser 

et par suite 

W — k ces/»}* ->- Bsin/t{/. 
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Quand on augmente ^ de sn, on reste au même point de la sphère; 
donc Y ne change pas de valeur; il en résulte que / est entier. 

Enfin, en remplaçant dans l'équation (3) le premier terme pai^— /*, 
on obtient, pour l'équation qui donne 6, 

(4) _^__iiH-[«(„ + o-7zrjr,]Q = - 

Actuellement remarquons que cos/^ et sin/(|; sont (Iqs fonctions en- 
tières et homogènes du degré /de sin(|; et cos({>; il en est donc de même 
de ¥; par conséquent la fonction 6 qui doit multiplier T renferme en 

facteur sin'Ô ou (i — jx*)% et nous poserons 
Substituons cette expression dans Téquation (4) et nous aurons 

Nous allons voir qu'on peut satisfaire à cette équation par un poly- 
nôme entier et fini. Posons 

(6) T = iii-hùtix'-^ -4- a,/xJ~* -f- . . 

et substituons dans Téquation (5); nous aurons pour le coefficient de fx^ 

- «r(«r— I) - a ( / H- 1 )gr -f- (/i - /) (n -4- / -h i) - o; 

on a donc l'équation du second degré en g 

g»-h (a/ -h i)g — (» — /)(» -f- /-*- 1) ~ o» 

dont les deux racines sont n — / et — (n -f- / -f- 1 ) ; la seconde racine, 
étant négative, doit être rejetée, car elle donnerait pour T une valeur 
inadmissible dans le cas de fx = o; nous prendrons donc 

g—n-l, 

et, afin que cette quantité soit positive, après avoir choisi le nombre 
entier i», nous assujettirons le nombre / à être < n. 



•■ 
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En substituant Texpression (6) dans l'équation (5) et égalant à zéro 

le coefficient de [i"^~*'f nous trouverons Tégalité 

*■ 

pour la loi qui lie les coefficients a,, a^., de deux termes consécutifs, 
et le développement (6) s'arrêtera au terme pour lequel a, deviendra 
nul, c'est-k-dire pour lequel on aura 

■ 

n — l n ~ /h- I 

*- hi ou s=^ - — ; 

on choisira celle des deux expressions qui sera entière; ce sera la pre- 
mière si n — / est pair, la seconde s'il est impair. On en conclut que le 
dernier terme de T seraa,.| ou a^^iji.. Les premiers coefficients sont, 
d'après l'équation (7), 

2(2n— i) 2.4(2/1 — l)(2/l — 3) 

et l'on a, en indiquant comme indices les deux quantités n et / qui en- 
trent dans 6, 

on a donc enfin la fonction 

(Acos/v|^ -+-Bsin/^)9i.,/, 

qui satisfait à l'équation {2)^ et dans laquelle / est susceptible des va- 
leurs o, I, 2,..., n; on aura une autre solution que nous appellerons Y;,, 
en faisant la somme de toutes ces solutions, et nous aurons 

l = n 

Y„r=V (A/Cos/q^ H-B/sin/^)0«./; 

pour / == o, on peut supprimer le coefficient B ; donc Y„ ne renferme 
que 2/1 + 1 constantes arbitraires, et c'est une fonction rationnelle du 
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degré n des trois quantités 

COS0, sindcosvp, sindsin^^ 

comme il fallait le démontrer. 

Ainsi on a une solution de Téquation (i), en posant 



Vr. RY, 



-{-;)'^" 



et l'ofaura la solution générale» en faisant la somme de ces expres- 
sions pour toutes les valeurs de n» ou en prenant 



(A) 



Vrz: ¥.+ -¥.+ (-)'Y,-f-...+ (n"Y„-4 .... 



II faut ensuite que Y se réduise à f{Ô, ^) sur la surface ou pour 
r = p, et par suite que l'on ait 

Cette condition à la surface servira à déterminer les coefficients qui 
entrent dans les fonctions Y„. Nous allons calculer ces coefficients, ou 
plutôt calculer les fonctions Y;, tout d'une pièce; nous démontrerons 
en même temps que la série (A) est toujours convergente à l'intérieur 
de la sphère. Nous déduirons tout ceci d'un théorème de Poisson. 



THÉORËMB DE POISSON. 

82. Posons 



et faisons 



cosOcosO' -+-sin9sine'cos(vj/ — ^') — /?, - = a, 

r 



«^ O ft/o 



(i — 2ap -4- a')' 

a étant positif et < i . La fonction Y satisfait à l'équation 

AVnrO 
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dans l'intérieur de la sphère de rayon p, et elle se réduit à F(d* ^) 
pour a = I, c'est-à-dire sur la surface de cette sphère (* ). * - 

Par conséquent, on peut exprimer l'équilibre de température d'une 
sphère sous forme finie et au moyen de l'expression (B). 

Démontrons d'abord que l'expression (B) satisfait à AY = o. Soient 

{x^y, z) un point variable et (a, b, c) un point fixe; l'inverse de leur 

distance R 

I I 



satisfait k l'équation 

D'ailleurs si les coordonnées polaires du point variable sout {r, 6, ^) 
et celles du point fixe {p, 0\ ^')y on a aussi 

R — (p*— 2prp -h r')'; 

a étant < i , nous pouvons développer a suivant les puissances de a^ et 
nous avons 

(T=z j — -(' -+-aX, -f a*Xj -f . . . -f- «"Xi-h. . .), 

en prenant pour X^, la fonction de Legendre 

X = '3.5 ..(2w — r _ n{n-i) ^ n(/i- 0(/i— 2)(/i~ 3) _ j^ 
" i.2.3...n L a(2n— -i)^ 2,4(2/1 — i)(2/i — 3) ^ "j' 

(7 satisfait à l'équation (C), quel que soit le point (a, 6, c), et si ce 
point se meut sur le rayon mené du centre de la sphère à ce point, p et 



r 



par suite a = - changent; donc a satisfait à (C) ou à l'équation (i), 
quel que soit a, et l'on en conclut que 



(0 



n 
OU 



^n 



( * ) Poisson n'a pas précisément énoncé ce théorème dans sa Théorie mathématique de la 
chaleur (voir n"" 106) ; mais ce qu'il y donne revient au fond à ce théorème. L*idée de la for- 
mule (B) lui est venue sans doute de la lecture d'un Mémoire de Lagrange Sur V attraction 
des sphéroïdes très-peu différents de la sphère, (Journal de r École Polytechnique, t. VIO.) 
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est solution de l'équation (i), et que X„ est un cas particulier des fonc- 
tions Y;,. On a ensuite 

a-j- — -faX, -f- aa*Xj -h . . -f- na*X„ 4- . . ), 
da p* 

qui est solution aussi de Téquation (i). Donc 

d^ I — a} 
a-f-aa-T- ou , 



a\2 



est solution de Téquation AY = o. Donc enfin tous les éléments de l'in- 
tégrale (B) et l'intégrale (B) elle-même satisfont à cette équation. 

Démontrons en second lieu que Y est égal à Y [Q, ^) k la surface ou 
pour a = I. 

Supposons que i — a soit une quantité infiniment petite positive et 
posons 

alors le coefficient de dQ' di^', dans l'élément de l'intégrale double, est 
infiniment petit, excepté lorsque le dénominateur l'est aussi; le déno- 
minateur est nul pour /? = i ou pour 6' =6, ij;'==tp; donc faisant 
C = $ H- j, i' = ïj^ -I- z, il nous suffira d'étendre les intégrations à des 
valeurs infiniment petites dey et z. 

En regardant y ei z comme infiniment petits» on a 

p Tz-^i — -y 2'sm'0, 

1 — i(xp-\r a'-z g' -h j' H-z^sin'9, 
(i- a')F(e', v^')sin0':^2gF(9, v|;)sin0, 

et par suite la formule (B) devient 

V(9. é) r r frs'inOdzdr 



2 






z^sïtï'ey 



de plus les intégrales sont prises depuis une limite infiniment petite 
négative jusqu'à une limite infiniment petite positive. 

L'intégrale relative à z étant infiniment petite et à la limite nulle 
entre deux valeurs de z qui ne comprennent pas z ^ o, on peut prendre 

23 



~ 178 - 

pour limites de l'intégrale — x> et + ^o . Ensuite, comme dans la pre- 
mière intégration^ est considéré comme constant, on peut poser 



et il vient 



Or on a 



donc 



/ d%' z' r^^ dz' 



y^ rjO,^) r gdr ^ 



On peut encore étendre les limites de cette intégrale de -- qo à +'od , 
et il reste 

ce qu'il fallait démontrer. 

La formule (B) mise sous la forme (A). 
83. Nous avons 

1 — a' d(T 



p(i — lap -f- a') da 



=11 -(n-3aX, -h 5a'X, -h. . .-1- (^n H-. i)a"X„ 4-- . •)» 

r 



et en substituant dans la formule (B), nous avons 

4-(2/i-M)a'X„H-...]F(e'4;')sinÔ'rfe'rf4.', 

et V est développé ainsi en une série convergente suivant les puissances 
de a. Le coefficient de a" est 

(I>) "TirJ j X,Ff8',<J,')sine'de«^+'. 
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Or il est facile de voir que cette expression est, comme X^,, un polynôme 
entier du degré n par rapport aux trois quantités 

cosd» sinOcos^/, sinOsin^, 

et qu'elle est un Y„. 

■* 
Donc enfin y en remplaçant a par-) on voit que V peut se mettre 

r 

SOUS la forme 

Vr=Y.-+--Y.-4-. ..+ (-)"¥» -^.. , 
et que Y;, est donné par la formule (D). 

Propriétés des /onctions Y;,. 

84. Soient deux fonctions Y» et Y^ que nous représenterons pour 
simplifier l'écriture par Y et Y'; elles satisfont aux deux équations 



rf'Y 



Multiplions ces deux équations, la première par Y'sind, la seconde 
par Ysind, et retranchons; nous aurons 

dd de ^ sinô d^' sinÔ d^' 

-f- [n(in- — /i'(n' -K i)] YY' sin Ô i-r o. 

Intégrons par rapport k d de o à rr, et par rapport k ^ de o à stt, et 
effectuons les intégrations lorsque cela est possible; nous aurons 






y, dY y rfY'y=" de 

d<^ </({' /^=* ^i'i^ 



4-[n(i» + i)-n'(n'4-i)] r * / YY'sinÔrferf^j* = o. 

23. 
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La fonction 

y de do ) 

s*annule pour 6 ~ o et Ô -- n, et la fonction 



d^ d^ 

prend la même valeur pour ij; — o et 4^ — 27r; donc tous les éléments 
des deux premières intégrales sont nuls, et, par suite, si n' n*est pas 
égal à 71, on aura la formule de Laplace 



' / VY'sin0rf9rfvJ;r:.o; 
en particulier, on aura 

* 

(E) r '^ f^Yn^n^smOdOd^::- o. 

Désignons par $' et ^' les coordonnées d et tp pour un point de la 
surface de la sphère, et par Y'„ ce que devient Y„ quand on remplace 
ô et ^j^ et par 6' et ^'. La dernière équation du n^ 81 s'écrira 

F(0',vj;')r-Y; f-Y;-h.. -hY:-t- . . 

Multiplions cette équation par X^, sin6' dû' d\^\ et intégrons par rap- 
port à d de o à 71 et par rapport à tp de o a 2;r, c'est-à-dire dans toute 
rétendue de la surface de la sphère; tous les termes du second membre 
s'annuleront, excepté le premier, et nous aurons 

r''' Px^FlÔ', 4;')sin0'rf0'dvl.'^ r"" pY:X„sine'rfe'rf^'. 

*/o «/o Jo Jo 

Or nous avons vu que Tintégrale du premier membre est égaie 

U.TT 

à —^ — Y„; donc on a cette équation de Laplace 

(F) f" PY;X„sin0'rfe'dvl.'r--^^Y„, 

Jo Jo 2.11 -i 

et le premier membre de la formule '(F) ne diffère de celui de la for- 
mule (E) qu'en ce que n' est égal à n . 
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AUTRE FORME QU'ON PEUT DONNER A LA SOLUTION. 

85. Nous avons vu que Ton a une solution de l'équation AV — o, 
en posant 



H 



Vr (-) (Acos/vJ. -h Bsîn/4^ )©„.,; 



n et / sont deux nombres entiers, et / est < n. Nous venons de grouper 
ensemble tous les termes qui dépendent du même nombre n, et leur 

somme a été représentée par Y;, l-\ ; puis nous avons formé la somme 



Yo-h-Y.-f-.. -f (!1Yy„^,,. 



On peut donner aux termes de la série une autre disposition qui est 
fort naturelle quand on veut calculer isolément les coefficients de celte 
série par le procédé habituellement employé dans les questions de Phy- 
sique mathématique. On posera 

et la condition à la surface donne 

/rzoo /i=90 A=» 

y (cos/+y A../0,./ ^ s\nl<^^ B,,/0«.A r= F{6,<^). 

/ = o « = / n =/ 

Multiplions par cosl^ d^^ et intégrons de o à !xn; tous les termes dis- 
paraîtront, excepté ceux qui renferment cosl^ en facteur, et Ton aura 

ip) ^A«,/0../r-lj '''F(0,+)cos/^;rf^. 



«=/ 



(Toutefois, dans le cas où /---o, le second membre doit être divisé 

par 2.) 
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Ed multipliant par sin/4' d<^ et intégrant de même de o à an, on a 









6 satisfait à Téquatioti (4) ou à 



-siïïô-rfe- -^ r (" -^ '^ - iiiïïëj ® -^ "• 

Par un genre de raisonnement assez de fois répété, on déduit de cette 
équation que, si l*on considère deux fonctions 8 dépendant du même / 
et de deux nombres n et n' différents, on a 

(r) r''0.,/e,/,/sinerfe:r^o, 

formule qui permet d'isoler et de calculer immédiatement un quelconque 
des coefficients A,,,/, B„,/ des équations {p) et {q). 
Si Ton pose 

(s) r'''(e«,/rsinerfo = K„,/, 

Jo 

on a 

Ki^^^iT- / Q".M F(0,+)cos/t];Jvl;sinflrfe, 

et Ton a pour B„,/ la même expression en remplaçant cosl^ par sin/^. 
On doit toutefois remarquer que les seconds membres doivent être 
divisés par a quand / = o. 
Nous allons montrer comment on peut calculer la quantité K„,/. 



Détermination de K^,/. 

8fi. Remettons la lettre jtx au lieu de cos6* et commençons par exa-* 
miner si entre les trois fonctions 6;,^/, 6;,+,,/, 6n-ij on peut imaginer 
une relation de la forme 
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A et B étant deux constantes. Or on a 



a 



*^ ' L*^ a(2/i — i) ^ 



=h (/t-/)(/i-/-i)...(n-/- 9.^ + 1) ,_„ 1 . 

2.4.6. . .25(2/1— l). . .(2/1— 2i 4- l) J 

Remplaçons dans cette formule n par /i + i et /i — i, et substituons 
les trois fonctions 6 dans l'équation (/), nous trouverons qu'on peut 
effectivement y satisfaire et qu'on a 



I. B:^- 



4n»-i' 



' ^n — I 

La formule (s) peut étriB remplacée par 



Kn.l=^f'&i,,d(Ji, 



Chaogeonfl danii la formule {u) n en nr-- 1, nous aurons 

multiplions cette équation par S„,id(i et intégrons de — 1 à + r, nous 
aurons, d'après la formule (r), 

/«-HP /»! 

Multiplions les deux membres de la formule {u) par Qn-t^i^iif et en 
intégrant nous aurons, en nous appuyant encore sur (r), 

/x0,-,, / 0„, / rfp. nr ^^_^ J 0^_., / rf^ ; 

en remplaçant dans l'équation précédente, on a 

n* — /* 

*»''= 47^1117'^''-'''' 

K „ n^-/^ (n- 0»-/^ (/h--i)^-/» 
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Or 0/,; se réduit à (i — /x')' ou sin'6; on a donc 



K„ =/_■; '( . - ,n'd, ^y;%in- e ae .. (- /i^i--)^^ 



et par suite enfin 



K 



fw'- /'). ■[^/-+-0'— /'l o/f7/_ o\. ..4.0 



«* ' " — // -.1 '. \ '"' r ///.". \'i "" . 1 «^ 



(4/1^— i). . .[4(/ -f- 1)'— i] (?./^- 1) (2/— i;. . .3. 1 



MOUVEMENT DE LA CHALEUR DANS UNE SPHÈRE. 

87. La question du refroidissement de la sphère n'offrait pas beau- 
coup de difficulté, après la détermination de l'équilibre de température 
de ce corps; il était donc naturel que Laplace traitât aussi ce problème. 
{Sur le refroidissement de la Terre, Voir Connaissance des Temps, 1823, 
et Mécanique céleste, liv. XI.) 

L'équation aux différences partielles qui régit .la distribution de la 
chaleur dans un corps homogène est 

et si nous adoptons des coordonnées polaires dont l'origine soit au 
centre de la sphère comme au n^ 80, cette équation se ctiangera en la 
suivante : 



La- (tr 



a( sinô -î^ 1 



^'^ ^'31 ~^ \^r ~dr "^ rsïnô W~ ' rsin'ô rfîp" 

Quand un corps rayonne dans un espace, le flux de chaleur qui sort 
de sa surface est proportionnel à l'excès de la température du corps sur 

celle du milieu ambiant. Le flux de chaleur qui traverse la surface est 

rfV . 
égal à — -V- multiplié par une constante positive; donc l'équation à la 

surface est 

dv 

(2) _4-6(V — O-o pour r—p. 
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b étant une constante positive, Ç la température du milieu ambiant et 
p le rayon de la sphère. 

Enfin on suppose donné l'état initial de la distribution de la cha- 
leur, ce qui fburnit l'équation 

(3) V:r:rF(r, e, VP) pOUP t=0, 

et il s'agit d'après cela de déterminer la température Y en un point 
quelconque de la sphère et à un instant quelconque. 

Résolvons d'abord ce problème dans la supposition que Ç, la tempé- 
rature du milieu ambiant, soit une constante; alors on peut la supposer 
nulle, en comptant toutes les températures à partir de celle-là. 

Déterminons une solution simple qui satisfasse aux équations (i) 
et (2). Pour cela, posons 

(4) ar=RHC0e— '•', 

R ne dépendant que de r, W que de (|; et 6 que de Q, et substituons 
l'expression de li à la place de Y dans l'équation (i); nous aurons 



,-("S) , .^HS) 



R ar '"sinôB dQ "^ sin'9 V d'if* ~ '' 

Le deuxième et le troisième terme ne contiennent que 6 et ^; le pre- 
mier et le dernier terme ne dépendent que de r; donc ils ne difïèrent 
que par une constante et l'on posera ' 



,"(-5) 



« 



(5) g ^^ +(7»r'.-=n(nH-i), 



. <'-C) 






Wsinô de ^siu'6 d^/ 

Nous prenons la constante égale à /i(/i + i) et n entier, afin que les 
deux fonctions 6 et ¥ satisfassent aux conditions de périodicité vou- 

24 
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lues et aient les valeurs données au n° 81 

« 

W — kcosl^ -4- Bsin/^, 

/ étant un nombre entier au plus égal k /i et jx représentant cosô. 

La fonction R doit rester finie au centre de la sphère ou pour r = o; 
il en résulte qu'on ne doit prendre qu'une solution particulière de 
réquation (5) 



-f. . . . I • 

2.4.6(2/1 -^-3)(2/l-h5)(2/l-f-7) / 



on peut la mettre aussi sous cette forme 

f cos( o-r cosoi ) sin'""*"* w rfw . 

o 

Si nous portons Texpression (4) de i^ a la place de Y dans l'équa- 
tion (a), nous aurons, Ç étant nul, 

--. — i-6R = o pour r = çi. 

Cette équation, sur la solution de laquelle nous reviendrons» donne 
pour chaque valeur entière de n une infinité de valeurs de c. 

Ainsi en écrivant R(r, n» 7) au lieu de R pour indiquer les deux 
quantités ntia qui y entrent, nous aurons la solution simple 

a — R(r,/i,(y){Acos/4/-4-Bsin/vl;)0„,/e— "". 

Faisons la somme de toutes les solutions semblables, et nous aurons, 
en les groupant' convenablement, 



n=« t=.n 



V = y y* e-""R(r, n, ff)y ( A.,,cos/t + B,,/sln/4;) e.,/. 



nso 9 /=o 



A chaque râleur de n correspondent une infinité de valeurs de a; la va- 
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leur de a ne dépend pas de /; donc chaque facteur R (r, /i, a) doit être 
multiplié» ainsi que l'indique la formule, par la somme des n + i quan- 
tités 

(Acos/^|;-f-Bsin/v];)e„./, 

dans lesquelles on fait / =:= o, i, 2, . . . , /i. Enfin la somme de tous les 
termes indiqués par\ représente une fonction Y„. 



Forme finie de J4i fonction R. 

88. Nous venons de donner deux formules pour exprimer la fonc- 
tion R; mais Legendre a montré qu'on pouvait intégrer l'équation (5) 
sous une forme finie que nous allons faire connaître. 

Si nous faisons R = ~ Q, nous aurons» au lieu de l'équation (5), 

(6) „_._[^„___^,JO.^o. 

Posons, en désignant par/une*constante arbitraire, 

( -^ (?•'•"' -i-Jar-'-f . . . -hg/r-"*-»"-}-. . .)cos(a'rH-/); 

nous aurons 

-3^ — t ("~ Pi <y' -+- 2?i a)r-' -f- . . . 

H-[(ai — i)(2i-- 2)/>i_, -f- 2(1x1— 0<TÇ, — (t'/?,] r-»M- . . .|sin((yr-4-/) 

4-[— 4'<'y'«-+- 21(21 — i)ç/— a'gi4.,]r-»' 4- . .jcos((7r-t-/}, 

et les coefficients de r~^^sin((yr4-/) et de r^^'-* cos(o'r-h/) étant 
égalés séparément à zéro dans l'équation (6), nous aurons 

[(21 — i)(2i — 2)- «(/i4-i)]/i,.,4-2(2i — i)<yg, = o 
— ^ipiff 4- [21(21—1) — n(/i 4- i)]g, = 

24. 
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ou 

(21 — n — 2 ) ( 2 / -t- w — I ) p,_i —- — 2(21— I ) aÇi 

4/i/ia'- (21 — n — i)(2i-f n)qiy 

et Ton en conclut 

(n — 21 -+- 2)(n — 2/ -H i) 

^ 2(2/ — 1)0" '^ 

(W — ?l/ 4- l)(/l — 2/ -h 2) (rt ^- 21 — l) (rt -f- 21) 

Faisons /^o = i» et de ces deux dernières formules nous conclurons 
tous les coeflicients p^, qK^Pi^ 92» • • • Substituons ces valeurs dans la 
formule (7) et divisons par r; nous aurons 






-»- 2) I 



r»(T» 



[nf/t -f- r) _j (/i-_2)(/i — i) n(n-i-i)(n-f 2)(/n-3) i 
2 r^o"' 2". 1.2. 3 r* a* 

et Ton voit que les deux séries qui entreol dans cette formule se ter- 
minent d'elles-mêmes. 

Si nous multiplions cette expression par une constante arbitraire c^ 
nous aurons l'intégrale générale de (5), puisqu'elle renfermera deux 
constantes arbitraires c et/. Il faut obtenir la solution analogue à celle 
qui est donnée par les formules (A) et (B) et qui reste finie pour r = o; 
et, pour cela, il est évident qu'il faut choisir convenablement la valeur 
de la constante/. Or on vérifie facilement que si l'on prend /= o dans 

le cas de n pair et/= - dans le cas de n impair, et qu'on développe 

sin((7r) et cos(7r), suivant les puissances de r, l'expression de R ne 
renfermera plus de puissances négatives de r. 

Si, au lieu de considérer une sphère pleine, on cherchait le mouve- 
ment de la température dans un corps renfermé entre deux sphères 
concentriques, R ne serait plus assujetti à être fini au centre et/ devrait 
être laissé arbitraire. 
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DÉTERMINATION DES COEFFICIENTS. 

89. Les coefficients de la formule qui donne Y se déterminent par la 
condition initiale qui consiste en ce que Y pour / = o a une valeur 
donnée en tous les points de la sphère et désignée par F(r, d, <];). Ainsi 
Ton a 

/i = • l=zn 

^ ^ R(r, n, (7)S {A../ cos/^ -i- B.,/ sin/4<)0,.,- . F{r, B, 4;). 

Remarquons d'abord une propriété de la fonction R. La fonction R 
obtenue ci-dessus satisfait à l'équation (5) ou 



'['-ITr) 






Soit R' une fonction R dans laquelle se trouve le même nombre n, 
mais un nombre a différent que nous désignerons par ?'; R' satisfait à 
Téquation 



dr 



[/i(/n-i)-(r'V']R'. 



Multiplions ces deux équations par R' et R et retranchons; nous 
aurons • 



„. ±^ .. „ iif) 



ïr^-"-^:3r- = <•■■- '■'■«''••■ 



En intégrant de zéro à |9, on a 



(i^'^' f -»'•' ^')> ('"--' î/''^^''-''^^ 



et comme on a pour r ~ p 



^« = .a. ^ = .H-, 
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il reste 



(a) 



I R(r, n,<T]R'(r, /», (/Jr'rfr = o 

«/o 



Rappelons ensuite cette formula obtenue au n^ 85 

(b) f 'e.,i&^.idii.-o. 

11 nous est maintenant facile de calculer les coefficients. Multiplions les 
deux membres de la condition initiale par cosl^ d^ et intégrons de zéro 
à 2 7i; nous aurons 



Tix » 



^^R(r,n,<r),rA..,e.,/= J '¥(r, e,<\>)cost^d<\>, 



n = o 9 



formule qui ne renferme plus qu'une seule valeur de /. 

Multiplions par Bn^d^L et intégrons de — i à + i, ou multiplions 
par 6;,^/ ^mQ dO et intégrons de zéro à n\ nous aurons, d'après la for- 
mule (6), 

^R(r, /i, <T)7rA,,/ r ' 05, /rffx :../"'' T'^^FCr, 6, q;)cos/| rf| 0»,/ sinôrfô, 



formule qui ne renferme plus qu'une valeur de / et qu'une valeur de /i, 
mais qui renferme une infinité de valeurs de a correspondant à cette 
valeur de n. 

Enfin multiplions par R(r, /i, a) r'^ dr et intégrons de o à /?; nous 
aurons le coefficient k^^i par la formule 

r.ka.if R'{r,n,<T)r'drf idljd^ 

=^ f^ f "^ f ''F(r, 9,^)cosl^di\tQnjSÏnedeR{r,n,a)r^dr. 

Jo Jo Jo 

Le codlBcient ^^j s'obtient par la même formule , en y changeant 
dans le second membre cos/| en sin/({^. 
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CAS OU LA TEMPÉRATURE NE VARIE QU'AVEC LA DISTANCE AU CENTRE 

DE LA SPHÈRE. 



90. Supposons que la température de la sphëre ne varie qu'avec la 
distance au centre; alors l'équation (i) se réduira a 

d{rV) ,dHr\) 
— m a ■ . 

dt dr^ 

Soit u une solution simple obtenue en posant 
et nous aurons 

d*o 

comme ru et, par suite 9, s*annulent pour r — o, l'expression de <p se 

réduit à * 

9 --" AsinoT. 



L'équation à la surface 



dr 
donnera 

(c) o-cos 



du . 

-7 — h o« r= o pour r~.p 



(rp -^ Ib j sino-p - - o. 



En faisant la sommede toutes les solutions simples désignées par ru, 
nous aurons 

le signe 2 se rapportant à toutes les racines a de l'équation (c), et il 
reste à déterminer les coefficients A. 

sinar et sinaV, dans lesquels a et a' représentent deux racines de 
l'équation {c), satisfont aux équations 

d*o d^m* 
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Multiplions la première par (p\ la seconde par 9, retranchant, puis 
intégrant de o à p, nous aurons 

Or sinaret sint/r s'annulent pour r = o et pour r = p; ces deux 
fonctions satisfont aux équations 



■ (-; - ') '. 'I - (-; -"h 



donc, d'après Téquation [d)^ on a, si a' est différent de c, 



X'"' 



sinarsin</rdr=o, 
o 

D'ailleurs on a 

^ i\ 2(7/2 ay-H(i-6p)' 

et la dernière valeur en employant Téquation (c). 

Si, au temps t-^o.y est une fonction donnée du rayon /(r), nous 
aurons 

et nous obtiendrons le coefficient A en multipliant les deux membres 
par smardr et intégrant de zéro à p. 
Ce problème avait été résolu par Fourier. 



TERMES PRINCIPAUX DU DeVELOPPEMENT DE V. 

91. En général, lorsqu'un corps quelconque se refroidit et tend, 
d'après les données, vers un état d'équilibre, sa température peut être 
exprimée par une série de la forme 

M, N, P,. . . étant des fonctions de x^y, z indépendantes du temps t, et 
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a, j3, y,... étant des nombres croissants. M est la température d'équi- 
libre vers laquelle tend le corps, et c'est la valeur de V pour t = co. 

Quand t sera assez considérable, l'expression de V pourra être ré- 
duite à quelques-uns de ses premiers termes, et, après un temps plus 
long, simpleinent a 

et alors la température décroîtra en progression par quotient, quand le 
temps croîtra en progression par difTérence. 

Lorsque le corps rayonne dans un espace dont la température est a 
zéro, la température d'équilibre vers laquelle tend le corps ou la quan- 
tité M est nulle, et l'on voit que, lorsque le corps est une sphère, les 
termes que l'on devra considérer principalement sont ceux qui répon- 
dent aux plus petites valeurs de a. 

Si l'on pose rR = Q, l'équation différentielle qui donne R est rem- 
placée par La suivante 



dr 



et l'équation 









qui a lieu pour r = p, se change en 

De plus, Q est évidemment assujetti à s'annuler pour r = o. En 
faisant, dans l'équation (e), r=:p, on a une équation qui détermine les 
racines a. A chaque valeur du nombre entier n correspondent une in- 
finité de valeurs de a; désignons ces racines a, suivant l'ordre de gran- 
deur croissante, par a,, (7a, a,,. ..; il résulte de ce qui a été démontré 
(n^ 48 ) que chacun des nombres (7|, crj,. . . ira en croissant avec n. 

Donc la plus petite quantité c correspond à /i = o; la plus petite qui 
viendra après correspondra encore à/i = oouà/i = i, et ainsi de 
suite. 



25 
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SUR LES TERMES DE V QUI RePONDEKT A n = o. 

92. Reportons-nous à l'expression générale de Y. Pour n =r, o, /n'a plus 
que la valeur o, Q^.o se réduit à i, et les termes de Y, dans lesquels n 
est nul 9 ont pour somme 

R(r, o, <j) est égal à 2 ou à — — comme au n? 90, a étant racine de 

l'équation (c), et l'on a tous les mêmes termes que dans le problème de 
ce numéro. La formule qui donne Â^.o est 

37rA<r,t / s\n*(rrdr= f f f F(r, 0, v|;)rf|sin0 Jesin((rr)r Jr. 

Posons 
et nous aurons ^ 

2 I /(r)sin(<Tr)rrfr 
A - — 



i sin* orrfr 



Cette formule est identique avec celle qui donne le coefficient A dans 
le numéro cité. Mais ici/(r) représente la moyenne de la température 
F(r» ôf <];) sur la surface sphérique dont le rayon est r. On en tire la 
conclusion suivante : p ou la somme des termes de Y, dans lesquels n 
est nul, est la température qui aurait lieu effectivement dans la sphère, 
si les points également éloignés du centre avaient eu primitivement des 
températures égales entre elles et égales à la moyenne des tempéra- 
* tures initiales que ces points ont eues réellement. 

Désignons par ^ la plus petite racine a de l'équation (c); au bout 



- 195 - 

d*un temps assez considérable» v et aussi Y se réduiront sensiblement au 
terme de (^ qui renferme </ et qui a pour valeur 

Calculons la racine a'. Dans Téquation (c) faisons ap ='y, et nous 
aurons 

(g) y cosy -f- {bp -— i)siny — o; 

si Ton suppose que p soit très-grand et que b ne soit pas très-petit, ce 
qui a lieu pour le globe terrestre, on pourra, dans une première 
approximation, réduire Téquation précédente à sin7 = o; si l'on sup- 
pose 7 positif et très-petil, le premier membre de {g) est positif; donc, 
de Téquation approchée sin7 = o, on doit conclure que la plus petite 
racine de Téquation {g) diffère peu de n. On posera ensuite, dans Téqua- 
tion (g), 7 = TT -+- 6, en regardant £ comme très-petit, et Ton aura ainsi 

y ou To — : 7r — 1— • 

' ' 00 

Mettons la valeur de a' ^slïïs la formule (/), nous aurons 

{h) smTT— :sm -j--: cos — > 

et l'expression de (/) deviendra 

pr\ p bp' p / ./o ■'' ' p 

telle est l'expression des températures finales de la sphère qui pré- 
cèdent l'équilibre. 

Au centre de la sphère où r est nul, on remplacera -sin — par -> et 
l'on aura 



P ■ P 



nS. 
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Pour avoir la valeur de la température à une petite distance œ de la 
surface, on remplacera r par p —x\ l'expression {h) pourra être rem- 
placée par 

. T.X Tzip — X) TZX TT 

Sm 1 ^ , ou r-T-» 

et nous aurons 



*' o 



Ainsi la valeur de la température finale est beaucoup plus petite vers 
la surface de la sphère qu'à son centre. 

93. Il faut examiner l'époque à laquelle les formules (/) et (A) peuvent 
être employées. Désignons par 7, y', y'",... lesvaleurs de cp dans Tordre 
de grandeur croissante. Dans le cas général, nous pourrons écrire pour 
la température V 



"•t", ««?'•, 



Il faudra donc, dans le cas où p est trës-grand, que a\/t le soit aussi, 
pour que la première exponentielle soit très-petite et que les suivantes 
soient incomparablement plus petites. 

Cherchons, dans le cas où p est très-grand, quelles sont les plus petites 
valeurs de 7= ap, après celle que nous avons obtenue et qui diflere 
très-peu de tt. 

D'abord, pour /i = o, les racines sont données approximativement 
par sin7= o; donc la deuxième plus petite racine diffère peu de ikn. 

Pour une autre valeur de n, remarquons que Q peut être regardé 
comme une fonction de (7r, 9 (ar), et que l'équation 



■^ ■+-1'^-^ -|^" ® pour f—Pi 
ou 



Ib 1 Qr o pour 

se réduit approximativement à 9 (y) = o. 

En adoptant la formule du n"88, l'équation ç)(y) = pour /ir=:i peut 



s'écrire 



ycosy — sinyr o ou langy^y. 
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)a plus petite racine de cette équation est comprise entre tt et — et 
égale à 

TT -f- 1 ,35i8. . .; 

on pourrait, de plus, démontrer que la plus petite racine de y (y) = o 
est, pour 71 = 2, comprise entre — et 2n; pour n = 3, entre 2;r et — > 

, , 1 X . (m-f-i)7r .(m-4-2)7: 

et généralement, pour n = m, entre ^ et —\ mais nous 

ne nous arrêterons pas a cette démonstration. 

Ainsi, en réduisant 7 à 71 et 7' à 71 + 1,35 1 8, on aura, pour la plus 
grande exponentielle après la première, 

i-/ i-r -10,3»-/ 



p' 



qui sera négligeable devant la première si / renferme ^ un certain 
nombre de fois. 



SPHÈKE DONT LES DIFFËRENTES PARTIES DE LA SURFACE RAYONNENT 
DANS DES MILIEUX DE TEMPERATURES DIFFERENTES. 



94. Nous avons supposé jusqu'à présent que la température exté- 
rieure Ç était partout la même et ne variait pas non plus avec le temps; 
alors nous avons pu même faire Ç = o. 

Quand on veut faire des applications aux températures du globe 
terrestre, il faut supposer Ç variable avec la longitude ^ et la collati- 
tude Q ou avec le temps t. 

Si Ton suppose d'abord Ç variable seulement avec Q et ^, mais indé- 
pendant du temps, la température de la sphère tendra vers un certain 
état d'équilibre déterminé par la température extérieure, et elle se 
composera de cette température d'équilibre et d'une autre partie dont 
les différents termes contiendront le temps en exposant. 

Posons 
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D'étant la température d'équilibre vers laquelle tend V; U' satisfera à 

Téquation 

AU' - o, 

et assujettissons U' à satisfaire à Téquation 

rfU' 

(/) "j- H- 6(11'— Ç)--o pour r~-p. 

Ensuite supposons que Ton détermine U d'après Téquation 
d'après la condition à la surface 

dV AIT 

_ — \-ov^-=o pour r=zp, 

et la condition initiale 

U — F(r, 0, +) — U' pour /=:o. 

Alors V satisfera à toutes les conditions exigées. 

La quantité Ç qui est donnée en chaque point de la surface de la 
sphère peut être développée en une série de Y„; posons donc» Z„ étant 
le terme général de ce développement» 

Ç ■Z,-f-Z,-f-Z,-+-.. -hZ,-4- 

Posons aussi 

lI'r=K,Y.+ R.Y.-f^ .. + R«Y,H- .., 

R„ étant fonction der; R„ satisfera à l'équation 



(Ir 



n{n-h i)R, 



et se réduira à C„r", (]„ étant une constante. Ainsi l'on a 

U'-TC.Y,-hC.rY,-+-...-f-ar-Y,-4-.. . 

Portons ces deux séries, qui représentent U'etÇ, dans l'équation (/), 
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et, eu considérant le terme du résultat qui est de la nature des Y„, nous 
avons 

il en résulte 

op"-»- np 

On a donc 



«I--I 



-r'-Z.. 



6p" -f- «p"~' 

Dans le cas où p sera très-grand, cette expression différera peu en 
général de 

qui est la température d'équilibre de la sphère dont la surface est en- 
tretenue à la tempépature Ç. 

Quant a U» on Tobtiendra par le calcul du n^ 89, en y remplaçant 
simplement F(r, S, tj;) par F(r, 6, '|) — U'. 

95. Supposons maintenant que Ç dépende du temps, et, après avoir 
posé comme ci-dessus 

Ç ^^^ i^f -4- £n -f- . . . -4- £ên -^ * * • 9 

supposons que Ton ait 

L„ ne renfermant pas t. 
Faisons encore 

c/V 

U et U' satisfaisant à la même équation que V, ^ = a* AV; U' con- 
tiendra alors le temps comme U; mais U' satisfera à la condition 

-~j — hi{tl'— $)~o pour r~-p, 

et U à la condition 

~ — hoU=::=o pour T — p; 
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de plus, U' ne dépendra pas de la température initiale de la sphère, et 
U en dépendra seul. 
Réduisons d'abord Ç au terme Z„ — L„ c~"", et posons 

ip) U'=zIUY,e--'. 

Il est clair que R„ ne sera autre chose que Texpression (B) du n^ 87 
avec le changement de (7 en — ? et qu'on aura 

(q) R« iii- Gr" / CCS f ^*^— ^ cosw j sin»"-*-'&) do)^ 

G désignant une constante arbitraire. 
L'équation 

4-6(U'— Ç)~o pour r = p 



dr 

donnera 

rfR« 

dr 



Y«-i-é(R„Y,- L„j = o, 



et Ton en conclut Y;, = L„, et pour r=(f 

rfR. 



dr 



-hfc(R,-l)rr:0, 



équation qui peut s'écrire 



Gp"-' / (/n-6p)cos(^-^ cos&j] 



^-^ coswsin( 2-^ coswj sin'''+'&)rfw ~ fc, 



et qui déterminera G. 

Donc, quand Ç se réduit à l'expression (n), U' se réduit à [p), en 
prenant Y;, = L„, R;, égal à l'expression [q] et G égal à la valeur 
que nous venons d'obtenir. Remplaçons m par une quantité imaginaire, 
et e"'^^ renfermera le temps sous un sinus et un cosinus. Dans le cas le plus 
général, Zn est la somme d'une infinité d'expressions telles que (n), et 
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Ton obtiendra la partie correspondante de U' en faisant la somme d'une 
infinité d'expressions semblables à l'expression (p) que nous venons 
d'obtenir. 

Quand Texpression de U' aura été obtenue, faisons-y / = o, et dési- 
gnons par /(r, 0, t^) la valeur résultante; la valeur initiale de Y étant 
F(r, Q, ({/), celle qu'on doit prendre pour U est 

et l'on en conclut encore la valeur de U d'après le n^ 89. 
Remarquons aussi que, si l'on a dans Ç le terme 

ou . ^ 

Z, = L J -== j = 2 U sin gi , 

on a dans U' le terme 



Gr^Zn 1 cos(-^ cosû) j sin*"^'û) Jw. 



Par conséquent, chaque inégalité périodique de Ç en produit une 
dans U'. 



a6 
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CHAPITRE Vir. 

DISTRIBUTION DE LA ŒALEUR DANS UN MILIEU INDÉFINI 
ET TEMPÉRATURES DU GLOBE TERRESTRE. 



PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS UNE BARRE INFINIE. 

96. Nous allons nous occuper de la propagation de la chaleur dans un 
milieu indéfini; ainsi l'état initial de température de ce milieu est 
connu» et il s'agit d'intégrer l'équation 

rfV ./rf»V rf'V rf'V 



dt 



""'^ \d^^ 1^^ "^ ~dz^) 



connaissant la valeur de Y pour / = o. Dans cette recherche, les condi- 
tions aux limites disparaissent. 

Supposons d*abord que le corps n'ait qu'une dimension qui est infinie 
dans les deux sens; alors on réduira l'équation précédente à 



rfV . rf«V 



(0 ^.-à^ 



dt dx' 



c'est le cas d'une barre indéfinie, dont on imaginerait la surface imper- 
méable à la chaleur. 
On obtient une solution particulière de l'équation (i) en prenant 



«-•'"'' cos/w?, 
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quel que soit n; donc 



=r 



QO 



«. — 00 



est également une solution ; or on a Tintégrale définie bien connue 

roo 
e-^'* eos ^oLzdz -:-- e~*' ^î , 

et Ton en conclut 



«/ — 00 



J« 



I e""**"*' cosna: dx ^= =^ ; 



*• — X 



a^t 



on peut vérifier à posteriori (j[ue cette expression est solution de Téqua- 
tion(i). 

En général, si une fonction de x et de t^ f{x^ t) satisfait k Téqua- 
tion (i), f{x — OL, t)^ où OL représente une constante» y satisfait aussi; 
donc l'expression 






e *«•' 



dans laquelle A et a sont deux constantes arbitraires, est une solution 
de Téquation (i); donnons k A et a différentes valeurs, et faisons la 
somme des résultats, nous aurons une nouvelle solution 



A, -=. — • -f- A, 



• • > • 



Supposons que a. varie par degrés ipfiniment petits d'un terme à l'autre, 

et regardons A comme une fonction de a, /{(x), nous aurons la solu- 
tion générale 

*. — oc Y^ 

Nous pouvons lui donner une autre forme en posant 



a — X 



3t6. 



- 204 - 

ou 

et nous aurons 

'»Û0 



V- 2 

00 



/»Q0 
f{x -h lau v^) ^''•' du 



Déterminons la fonction /(a?) de manière que V se réduise k F(j7) 
pour / = o, et nous aurons 

« — -ao 

OU 



f[x)- --=F(îr); 

2a VÎT- 



donc nous avons enfin 



(3) \—XÇ ¥[x-if'iausfi)e''^* du. 

Cette formule a été donnée à la même époque parLaplace etFourier; 
la démonstration précédente est de Fourier. 

97. Nous avons supposé la surface de la barre imperméable à la cha- 
leur; il est très-aisé de tenir compte de la déperdition par la surface. 

Désignons par o) la section droite de la barre, par p le périmètre de 
cette section, par C la chaleur spécifique, par D la densité supposée 
constante, et par h la conductibilité extérieure. 

Considérons un élément de la barre dont la longueur est dx et la 

rfv 
base 0)*, dans Tinstant dt^ Taccroissement de température --77 dt aug- 
mente la chaleur de cet élément de 

CDo) dx -7- dt ; 
dt 

la diiïércnce des deux flux de chaleur dont Tun entre par une base et 
dont Tautre sort par Taulre augmente la chaleur de l'élément de 

rf*V 
a&> —. — dxdti 

^ dx' • 
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enfin, zéro étant supposé la température extérieure, la perte de chaleur 
par la surface extérieure est 

pWhdxdl; 



on a donc 

rfV , rf'V 

dt 



CDw ^ dx rzz qoi -r-j dx — ph\ dx. 



Posons pour simplifier 





CD ' 6)(:i) ' 


et nous aurons 






rfV ,rf'V ,., 


il suffira alors de poser 






V -r- ue-f' 


pour obtenir l'équation 






du d^u 

dt -'- " ?a ' ' 



dont la solution est donnée par la formule (3). Donc si F(a7) désigne 
encore la température initiale de chaque point de la barre, nous au- 
rons 



Imaginons que la barre n*ait été échauffée que dans une portion 
limitée comprise entre a? = — e et ^r = -f- £, et que la température ini- 
tiale de tout le reste de la barre soit zéro comme la température exté- 
rieure, et cherchons comment se propagera la chaleur. 

En donnant à l'intégrale la forme (:2), nous aurons 



V — 



-// /'» 00 _ (* — «)• 



-^— rr- / e *-'•' F(a)rfa; 



la fonction F(a?) étant nulle pour toute valeur de x en dehors de Tinter- 
valle de J7 = — £ à J7 = i- 6, on peut prendre pour limites de l'inté- 
grale précédente ->- s et -h £. D'ailleurs, si Ton considère des points 
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trës-éloîgnés du Heu de réchauffement primitif, x sera trës-graud en 
comparaison de toute valeur de a comprise entre — g et 4- e; on pourra 
donc remplacer a? — a par x dans l'exponentielle, et la valeur de V se 
réduira à 

Vr: ^- _ e *'"' / ¥{a)da. 

Désignons par M la quantité de chaleur communiquée primitivement; 
elle a pour valeur 



M: C« 

1/ £ 



/ ' F(a)rfa; 



donc nous aurons 






Donc» pour un point trës-éloigné de Tendroit échauffé, la température 
ne dépend pas de la distribution de la chaleur initiale. 

Remarque. — Si Ton suppose que F (a?) soit une fonction paire, les 
formules précédentes pourront s'appliquer a une barre qui s'étendra 
seulement de a? = o à a? = h- oo , et dont Textrémité serait imperméable 
à la chaleur. Si l'on suppose que ^{x) soit une fonction impaire, les 
formules précédentes pourront aussi s'appliquer à une barre qui s'éten- 
dra de^=oaa7 = Qoet dont l'extrémité sera entretenue à la tempéra- 
ture zéro. 



PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS UN MILIEU INFINI DANS TOUS LES SENS. 

98. Quand on a résolu le profilëme pour une dimension, il est aisé de 
le résoudre pour deux ou pour trois. Cherchons à intégrer l'équation 



dS id^V d'V d^Y\ 



> 



en supposant que V soit égal à ¥{x,y^ z) pour / = o. 
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Nous avons trouvé qu'on satisfait à l'équation 

rfV _ , rfjv 
en posant 

_ r.r — «.î 

on satisfait de même à l'équation (4) en posant 

(5) V=^^— .— X — . - -x"" 



Vf V/ v^/ 

car si l'on représente ces trois facteurs par ^ , ^i, ^ , et qu'on substitue 
V = 99, 92 dans l'équation (4). on aura 

rf© rf<p, rfcDj , rf'9 , rf^9i ,rf'9î 

rft «?•<?'+ -^ <p?' + -st f'f''-^ « rf^ ^'^ -'-'' -£i ?^+ " -rfj ^<p'> 

équation identique, puisqu'on a 

do . do 

— L —z a* — ■- 

dt ~ ^ dx' 
De la solution particulière (5), on conclut la solution générale 

C/ — QO K — 00 ». - 00 

Posons 

X — X 3 — y y — 2 

/(«,l3,y)--^F(a,p,y), 

8a*7r' 

et nous aurons la formule donnée par Fourier 

i %; — 00 •» — QO •/— QO 

qui se réduit bien à F (a?, j, 5 ) pour / = o. 
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REFROIDISSEMENT D*UN CORPS INFINI DONT UL TEMPERATURE NE VARIE 

QU'AVEC UNE DIREGHON. 

99. Supposons un corps limité k un plan infini, et imaginons de plus 
que ce corps soit infini en tous sens au delà de ce plan. Enfin supposons 
que la température d'un point du corps ne dépende que de la distance x 
de ce point à ce plan. Il s'agit d'étudier la distribution de la tempéra- 
ture dans ce corps. 

La température Y satisfait d'abord » pour toute valeur positive de x et 
de t, à l'équation 

Désignons par Ç la température supposée donnée de Pespace dans 
lequel rayonne la surface et qui varie avec le temps. On a la condition 

rfV 
(a) -J-— 6(V-Ç) pour a: — o; 

enfin on imagine que la température soit donnée pour / = o, ou que 
l'on ait 

(3) \--f[x) pour / — 0. 

Gomme au n^ 95i posons 

V r^ U -4- U' 

U et (insatisfaisant à l'équation (i); nous supposerons que pour ^7 = 
U' satisfait à la condition 

et l) à la condition 

ax 

Ensuite, quelle que soit la valeur de U' pour / = o, si U' est calculé le 
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premier, on aura aussi sa valeur initiale» et Tovi-en pourrt tirer la va- 
leur initiale de U d'après l'équation (3); c'est ce qui a été fa\|t au n^ 95; 
rtiais il sera préférable de calculer U et U' sépu*élDent» e^ de prendre 

100. CalculdeV.— Déterminons la fonction U qui satisfait à Téquation 

(4) ■:7r"-« 



(il dx 



et aux conditions 



//r. rf« AIT 

(5) -— = 61) pour ;r = o, 

(6) \i^f(x) pour /r^o. 

Imaginons d'abord que le solide ait une épaisseur finie et égale à /, 
et que la seconde face de ce solide qui correspond ^ x = l soit entre- 
tenue à la température zéro. 

Nous satisferons à l'équation [f\) en posant 

w = (Asinax -f Bcosatr)^-*'*'', 

A et B étant deux constantes arbitraires; d'après la condition (5), on 
peut poser 

C étant une autre constante. Ainsi l'on a 

Exprimons que u est nul pour a? = /, et nous aurons l'équation 

(7) 6sina/-f-acosa^~o, 

qui déterminera toutes les valeurs de a. Si nous posons 

* K = 6sin«a7 -f-acosaJT, K'^rftsîna'jr -h a'cosa'jr-, 

a7 
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a et ff' étaotdeux racin^s.diflerentes de Téquation {']), nous aurons 

et, par un raisonnenient nssez de fois répété dans cet Ouvrée, on 
obtient 






KK' dx rr-. o. 



Prenons alors pour U la série 

a :=lC(bsiï\ax -4- acosa^)e— ***', 

le signe 2 s*étendant a toutes les racines a de l'équation (7); on satis- 
fera à la condition (6) en déterminant le coefficient C d'après l'équation 

lC(bsinax -h acosax) = f(x); 

multiplions les deux membres par (6sinaa; + acosao:)^ et intégrons 
de zéro à /; puis employons l'équation 



/ {bsinxx -h acosaxydx — 



/-f - 



» 



o 2 2 

facile à démontrer d'après l'équation (7) ou tanga= — -^«el nous 
aurons 

2/ f{x^){bs\nax'-{- ixcosax')dx' 
p */o 

l{b'-^a')-hb 

Donc on a 

(frsmax-4- acosa^c) I {bsinax* -^ xcosax^)f(x*)dx' 



■s 



/(6'+a^) + /> 



Si l'on pose olI=j\ l'équation (7) devient 

b sin / + V cosy = o, 
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et; en faisant / ■=: qo , on a 6 siny = o, ety = nn, en désignant par n un 
nombre entier. On a donc ^^^T"' 7 P^^' être regardé comme l'ac- 
croissement infiniment petit de a; nous poserons donc 

. r ^^ »« ou -rzi^-aoLy 
i lu 

et la somme relative à oc se changeant en une intégrale» on a pour la 
solution du problème proposé 



(A) 






11 faut toutefois remarquer que l'on suppose dans cette question que 
/{x) tend vers zéro quand x devient très-grand. 

101. Calcul de [}'. — Il faut trouver une fonction U' qui satisfasse à 
l'équation 

(B) -Tï--^' 



dt "^ dx^ 

pour toutes les valeurs positives de x et aux conditions 

/ U' r-^ o pour ^ — o, 

*-7-~6(L'— Ç) pour a:=:o. 
dx 

Résolvons d'abord cette question dans le cas où Ç fonction du temps t 
se réduit à une constante c. Dans ce cas particulier» désignons U' par v 
et posons • 

v = c -{- u; 

aidrs u satisfera à l'équation (B) et aux deux équations 

U=^ — c pour / :rz: o, 

du , 

— z=ou pour x=io, 

27. 
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Si, au lieu de prendre cette condition initiale pour u, on prend 

u= ^ ce*"'* pour / = o, 

g étant positif et trës-petit, u sera donné par la formule (A) du numéro 
précédent, et il n*y aura plus qu'à faire ^ = o dans le résultat final. En 
appliquant la formule (A), on a 

__2cr* r*(6sinaj?-+ acosaar)(6sinaj?'-hacosaj:') _^^ -•^^^t^t ^ * 



c< O «. O 



Calculons d'abord l'intégrale 



(6 sln aa;' H- a cosaJt- ' ) e-'*' rfj:'; 



sa valeur est très-facile à obtenir, et pour g=^o elle se réduit à -• 
Nous aurons donc 

(8) 11:=-— J .,.., . a\ ^•'•"rfa; 



a (a» -h 6») 



puis nous aurons 

W Jo 



acb r^ ksiuax -h acosax ..«,. 



Comme l'expression (8) se réduit à c pour /=:o, on peut aussi écrire 

Avant de déterminer U' dans le cas général, résolvons un second cas 
particulier. Déterminons une fonction p qui satisfasse toujours à l'é- 
quation (B) et à la condition , • 

v—o pour / — o, 

■ 

et pour â? = o à la condition 

— z=:b(v — c) emre i~i' ei ( = t'-hO, 
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et à cette autre 

dx 

pour toutes les valeurs positives de / situées en dehors de cet intervalle; 
d'ailleurs ^ et d sont des nombres positifs, et c un nombre constant 
quelconque. 

Considérons une fonction ^ {x, t) dans laquelle x est positif et que 
«ous définissons ainsi : on a 

\^{Xf t)=zo pour /<Co, 

et si t est > o, 

(D) *(-'') =irj[ «(«.^6.) c---""')^«> 

En comparant cette fonction k u, on voit qu'on a pour x=^o 

d^lx, l) 



dx 



b^ =: ^ b si / est > o. 



D'après cela, suivant que / est plus petit ou est plus grand que t\ la 
fonction f^{x, t — t') est nulle ou donnée par l'intégrale précédente. Et, 
si nous faisons â? = o, nous aurons 

(a) 1^(0, /-/')^-o si t<t\ 

Pour la fonction ^{x, t — t' — d) nous aurons de même 

(c) 4/(0, / — /'— 9) — o si /<r-f-e, 

Posons donc 

(«?) v = c[<^{x,t-l')~<\>{x, t- l'-ô)]; 

dans l'intervalle de / — t' & t'-h B, appliquons [b) et (c), et nous aurons 
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dans cet intervalle 

en dehors de cet intervalle, il faudra appliquer soit (a) et (e), soit {b} 
et {d), et nous aurons 

donc la formule {e) donne bien la valeur cherchée de ç. Car on voit 
aussi que les deux parties de l'expression (e) sont nulles pour ; = o, 
et qu'ainsi ç est nul pour cette valeur de /. 

102. Déterminons maintenant U' dans le cas général. Désignons par T 

un temps plus grand que /, et divisons l'intervalle de zéro à T en /i inter- 

T 
valles égaux excessivement petits t ~ - .; Ç est une fonction de t que 

nous désignerons par 9 (/), et que l'on peut regarder comme constante 
dans chaque intervalle t. Posons 

en assujettissant ^a à satisfaire a l'équation 

dt^^ dx- ' 

à être nul pour / = o, et à la condition suivante pour x = o, 

^—bvk^b^[kx) entre / ~ Arr et (/r -m)t 
= o en dehors de cet intervalle. 

D'après la formule [e) trouvée ci-dessus, nous avons 

i'4=r9(A-T)J4^(x, ^ — A-t) — ^[o:, /—(/f-f- i)t]}; 

ainsi nous obtenons 



- 215 - 

Faisons k-: ~^,n = co at t — d^, nous aurons 

Si |3 est > /, ^(j?, ^ — P) est nul; donc on peut abaisser la limite 
supérieure de l'intégrale k ^ et écrire 

Enfin, t"- ^ n'ayant que des valeurs positives, nous aurons, en nous 
servant de l'intégrale (D), 

. _ rf^^(^>^-P) _ aéfl^ r'^ a{bs\nax -!- acosax) .,,,,_,,, 

et nous obtenons enfin, pour la valeur de U\ 

Ainsi, en résumé, la température Y d'un corps solide infini qui ne 
varie qu'avec a?, si cette température se réduit à /(a?) pour ^ ~ o, et si 
ce corps rayonne par la face x = o dans un milieu dont la température 
est 9 (/), jcette température V, dis-je, est égale à 

U et U' étant donnés par les formules (A) et (H). 

On peut remarquer que la solution que nous venons de donner de ce 
problème est beaucoup plus simple que celle qui a été donnée par 
Poisson, dans sa Théorie malhématique de la chaleur ( * ). 

103. Supposons qu'au lieu de donner la température extérieure 9 {t) 



(') Aux pages 3a8 et 33 1 de cet Ouvrage, Poisson donne pour la solution les formules (^3) 
et (26) qui renferment une intégrale triple; puis, pour / très-grand, il adopte une autre 
expression (p. 344). 
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on ait constaté, par TobservatioD , la température de la surface du 
corps, que nous désignerons encore par 9 {t); alors la condition 

— ^b[y-v{t)] pour x=^o 

se trouve remplacée par 

V— 9(/) pour x=^o. 

Il est donc évident que Ton obtiendra la température Y dans ce cas, 
en faisant h = cc dans les formules précédentes. 
Ainsi la température du corps sera V==: U H- U', avec 

Or-- / i sinajcsmax'/(a:')c— '«"rfarfj^', 

Nous allons montrer que ces deux intégrales doubles peuvent être ré- 
duites à deux intégrales simples. 
D'abord l'expression de U peut s*écrire 

U=:l r*/(^') r*e-'«"[cosa(ar — j:')-cosa(:r + ar')]rfarfx'. 
^Jo Jo 

et comme on a 



»/ o 



il en résulte 



2a Vtt/ Jo 



Transformons ensuite U'. En différentiant (A) par rapport à 9, on a 



r°^<f-^-asinça(/« = ^é? *"'•, 
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et) par conséquent, en faisant q = x,p = a\jt — ^, 

^ 

DoDc on a 

(K) U'=-^ r _JP1Ê1_ e~ 4"^^^^) rf|3. 

Pour 07 = o, cette formule se présenterait sous la forme o x oo ; car 
la portion de Fintégrale» qui se rapporte à des valeurs de |3 trës-peu dif- 
férentes de /, possède alors une valeur infinie; d*aprës cela, cette for- 
mule serait aussi peu commode pour de très-petites valeurs de x. Mais 
posons 

( ——. = ^apL, 

et cette expression de U' deviendra 

On peut calculer directement les valeurs de U et U' dans le problème 
actuel. 

En employant la formule de Fourier, on retrouvera facilement l'inté- 
grale double que nous avons obtenue pour U et qui se ramènera k une 
intégrale simple comme ci-dessus. Quant aux formules (K) et (L) qui 
donnent U\ nous allons les obtenir directement par les considérations 
du n^ 96. 

En effet, nous avons vu, dans ce numéro, que - ■ satisfait k Té- 

quation -t- = <^ -r-^* Comme cette équation est linéaire, la dérivée 



par rapporta x de cette expression y satisfait aussi; donca?e *"''/ ' est 
aussi une solution de cette équation. De la forme de l'équation, on con- 



*•« 



dut aussi, comme au numéro cité, d'abord que xe *"*^' ^\^ — ^) » 

28 
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où |3 désigne une constante, est une solution, et ensuite que 






l'est aussi. Déterminons la fonction ^{^) et la limite supérieure de 
l'intégrale. En appliquant le changement de variable indiqué par la 
formule ((), nous aurons 



2a 



v^ 



h étant une indéterminée. Pour x = o^U doit se réduire à f (t), et l'on 
est conduit à poser 

pour fx = 00 , on a ]3 = /; donc la limite supérieure de Fintégrale {p) 
est ^ et Ton retrouve ainsi les formules (K) et (L). 

Faisons une remarque importante : c'est qu'au bout d'un temps trës- 
considérable, la valeur de U, dans les deux problèmes précédents, de- 
viendra très-petite, et la valeur de la température V pourra être réduite 
Il celle de U'. 



APPLICATION DU PROBLÈME PRÉCÉDENT A LA TERRE. 



104. Quand on étudie les différentes actions du Soleil sur un lieu 
déterminé de la Terre, il est permis, ainsi que Fourier et Poisson l'ont 
fait, d'assimiler la Terre à un corps indéfini terminé par un plan, et 
dont la température ne varie qu*avec la distance or à ce plan* 

Ce problème a été résolu, dans les numéros précédents, sous sa forme 
la plus générale et de la manière qui nous semble la plus simple pos- 
sible. Mais si l'on veut appliquer ce problème à la recherche des tem- 
pératures de la Terre, il sera le plus souvent beaucoup plus commode 
de reprendre complètement la solution. 
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En effet, la température extérieure ou la température de la sur- 
face (p{t) sera supposée une fonction périodique du temps, et la période 
sera, par exemple, un jour solaire ou une année; alors, en désignant 

généralement la période par -td (p {t) sera développable en une série 

de sinus et de cosinus de multiples de kt; on pourra donc poser 



n= « 



OU 

n - • 

(a) 9(0 -■= /] A„ cos(iiAr/ -+- e,), 



n =o 



et cette série pourra être réduite le plus souvent h un très-petit nombre 
de termes. 

D'ailleurs il suffit de calculer la température correspondant à chaque 
terme de <p(/) et de faire la somme de toutes ces températures pour 
avoir la valeur de Y correspondant à la valeur complète de <p(/). Ré- 
duisons donc la température extérieure à 

((3) 9(/)=r Acos(n/rf -he). 

Posons, en regardant P et P' comme des fonctions de x^ 

(a) \i'= P sin(wA-/ -f- e) -t- F cos{n*-/ -+- e) ; 

en substituant dans Téquation -^ = a} -jt^ ^^^^ aurons 

et la condition à la surface a:=: o 

g = 6[U'-<p(/)] 

donne 

a8. 
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Les intégrales des deux équations {b) renferment quatre constantes 
arbitraires; mais elles se réduisent à deux si Ton remarque que la solu- 

tion ne doit pas renfermer en facteur e" ^ • , qui grandit indéfiniment 
avec x; on a ainsi 



P = (cs,„|^^.Ccosfy/!^) 



•r jttk 



C et C étant deux constantes. On déterminera ensuite C et C au moyen 
des équations (c), qui ont lieu pour a? = o, et Ton aura 



(^.Vt) „ . «V' 



nk -f- ab ^ink -+- a'*b^ nk -f- ab sjink -h à>b^ 

Portons ces valeurs dans P et P% et ces fonctions dans (a) après 
avoir posé 

tangu= — => 

et nous aurons, pour la température produite dans le corps lorsque f (/) 
a la valeur (^), 

(M) U'=-==£=_Ar-^^*cosfn*/ + 6-£i/^-.V 
Va'fc'H-afcv'anA^-hn*- \ a\ i } 

m 

Si l'expression (/3) de <p{t) représente la température de la surface 
du corps au lieu de la température extérieure, on aura U' en faisant 
6 = 00 dans la formule précédente, et il en résultera 

(P) U' = Ae"« ^^ cos( nkt -f- e ~ ^ v/t*)' 

Si (p{t) a la valeur (a), U' est la somme d'un nombre infini de ces 
expressions. 
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Il faut remarquer que U' n'a pas ici tout à fait la même signification 
que dans les numéros précédents; en effet, sa valeur pour / = o n'est 
pas nulle. Mais, d'après ce que nous avons dit, au bout d'un temps trës- 
considérable, la température dépendra tres-peu de Tétat initial, et la 
fonction U' considérée ici différera trës-peu de la fonction U' des nu- 
méros précédents. 



SUR LES TEMPfiRATURES DU 6L0BB TERRESTRE. 



105. Nous sommes loin de vouloir entrer dans tous les détails que 
comporte le sujet des températures terrestres; nous voulons seulement 
reproduire quelques résultats obtenus par Fourier et Poisson, surtout 
par le premier, et qu'il est très-aisé de déduire de ce qui précède (*). 

La chaleur de la Terre provient de trois causes : 

1^ La Terre participe à la température commune à l'espace céleste 
dans lequel le système solaire est plongé ; cette température est celle 
qu'aurait cet espace, si l'action du Soleil était entièrement supprimée; 

2^ La Terre possède une chaleur d'origine qui lui reste de l'immense 
quantité qu'elle contenait lorsqu'elle était entièrement à l'état de fusion, 
et cette chaleur est encore excessivement grande k son intérieur; 

3^ La Terre est échauffée par le Soleil. 

Chacune de ces causes peut être examinée séparément; car, d'après 
la théorie mathématique de la chaleur, leurs effets ou les températures 
qu'elles produisent se superposent. 

La chaleur de l'espace céleste dans lequel se trouve la Terre n'a pas 
dû changer sensiblement depuis un temps immense; sans être obligé 
de supposer qu'elle se soit propagée jusqu'au centre de la Terre, du 
moins on ne peut refuser d'admettre qu'elle ne se soit communiquée 
bien au delà de toutes les couches accessibles; cette température serait, 
suivant Fourier, d'environ [\o degrés centigrades au-dessous de zéro; 



(' ) Foir^ pour les recherches de Fourier sur les températures du globe terrestre, Mémoires 
{le V Académie des Sciences y t. VU, iBa?; Annales de Chimie et de Physique j t. Xm, iSao, 
et t. XXVn, i8a4. — Pour les recherches de Poisson, sa Théorie mathématique de la 
chaleur. 
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depuis, elle a été estimée beaucoup plus basse par certains physiciens. 

Nous avons ensuite à nous occuper de la chaleur d'origine de la 
Terre et de celle qui provient de l'action du Soleil. Pour étudier la 
première cause, il faudra regarder la Terre comme une sphère d'un 
très-grand rayon ; mais, d'après ce qu'on a expliqué au n^ 93, on ne 
peut regarder ce rayon comme infini. Au contraire, s'il s'agit d'inéga- 
lités de température provenant du Soleil, à étudier dans un lieu dé- 
terminé, il sera permis et beaucoup plus commode de remplacer la 
Terre au lieu considéré par un solide terminé par un plan infini. 

Supposons que le temps écoulé depuk le refroidissement de la Terre 
qui s'effectue sur la chaleur d'origine soit assez grand pour que l'ex- 
pression de la température Y de cette chaleur d'origine se réduise 
maintenant à son premier terme. Alors cette température sera donnée 
à une distance x de la surface qui n'est pas très-grande par la formule [k) 
du n^ 92, qui exprime le dernier refroidissement d'une sphère. 

Si l'on pose 

on aura 

i'irr -j(i -]-bx)e f' , 

p étant le rayon de la Terre, / le temps compté à partir d'une époque 
excessivement reculée, et l'on a de plus (n^" 10 et 11) 

1 ? A ^ 

c q 

q étant la conductibilité du terrain, c sa chaleur spécifique multipliée 
par sa densité, et ri son pouvoir éroissif. 
La valeur de Y peut aussi s'écrire 

m 

V = A + te, 
si l'on pose 

(a) h-^^ê"^, l=Le"^', 



d'où résulte 

l = bh. 
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Pour a?=:o, V se réduit à A; A est donc la température dont la cha- 
leur primitive de la Terre élève encore la surface; /représente l'accrois- 
sement de la température le long de la verticale pour Tunité de 
longueur. 

Il résulte, en effet, des observations qu'a partir d'une certaine pro- 
fondeur la température du sol devient fixe et s'accroît avec la profon- 
deur; cet accroissement doit nécessairement varier avec la nature du 
terrain; mais, d'après ces observations, on peut admettre qu'il est en 
moyenne de i degré pour 3o mètres; prenons donc 

/ = o^o33, 

qui difiere peu de la valeur de cette quantité à Paris. Admettons pour h 
le nombre 

b = I ,o57 

donné par Poisson pour Paris, en prenant le mètre pour l'unité de 

longueur et Tannée pour Tunité de temps, et, puisque l=bh, on en 

conclura 

h = o*», o3 1 . 

Donc, ainsi que Fourier l'a dit le premier, la chaleur intérieure de la 
Terre n'élève pas la température de la surface d'un trentième de degré. 

Des formules (a) on peut conclure qu'il faudrait plus de mille mil- 
lions de siècles pour que les valeurs de A et / se réduisissent à moitié. 

Passons aux résultats produits par l'action du Soleil. 

La Terre, depuis un temps immense, recevant toujours du Soleil la 
même chaleur, se trouve en quelque sorte arrivée a un état d'équilibre 
qui n'est plus que légèrement troublé par les vicissitudes des jours et 
des années. 

On voit donc que l'influence du Soleil est : i® d'accroître la tempéra- 
ture de chaque point de la Terre d'une quantité fixe, mais variable avec 
la position du point; a^ de produire des effets périodiques. 

Examinons séparément ces deux phénomènes. 

La première action du Soleil peut être regardée comme produite par 
une température extérieure Ç variable avec la longitude ^ et le complé- 
ment de la latitude d, mais indépendante du temps t. Alors, en posant, 
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comme au n° 94, 

^ — âà\ "T" «^j "4- • • . "+* £à% "T— • • • t 

et adoptant les mêmes notations, on a pour la température d'équilibre 
de la Terre, d'après le même numéro, 



V = 2Z,— ^ 



n p 



n' 



6p 

or il résulte de cette formule que la température peut varier beaucoup 
suivant une même verticale, mais que pour des valeurs de r peu difle- 
rentes de p, et par suite a toutes les profondeurs accessibles, V ne va- 
riera pas d'une manière sensible. 

Ainsi la première influence du Soleil est d'accroître la température 
de la Terre d'une quantité fixe et qui reste la même sur une même ver- 
ticale a toutes les distances où l'on puisse pénétrer; par conséquent 
on ne peut confondre ses effets avec ceux de la chaleur d'origine; ce 
qui justifie la manière dont nous avons calculé l'influence de la cha- 
leur centrale. 

La température des lieux profonds, situés par exemple à 4^ mètres 
au-dessous de la surface du sol, est fixe et ne varie qu'avec la profon- 
deur pour un lieu déterminé; mais elle décroit lorsqu'on va de l'équa- 
teur vers les pôles. Il s'ensuit qu'à une profondeur de 4^ mètres ou 
supérieure, le Soleil n'a plus qu'une seule action, qui est d'accroître la 
température d'une quantité fixe, mais qui diminue quand on s'avance 
vers les pôles. 

Mais, outre cette action qui s'étend k toute la Terre, le Soleil a des 
effets périodiques qui ne se produisent qu'à une faible profondeur. 
L'un de ces effets, dont la période est l'année, se propage en moyenne 
jusqu'à 3o mètres; l'autre, dont la période est le jour, ne se propage 
guère au delà de 2 mètres. En général, la profondeur qu'il faut attein- 
dre, pour qu'une variation de température cesse d'être sensible, est 
proportionnelle à la racine carrée de la période de cette variation. 

Pour le démontrer, prenons l'expression trouvée au n** 104 



U'=: Ae "^' cos 



(-'-f\/7-^e), 
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doDt la période est Gt)=r — ; concevons une semblable variation v! de 



27r 
m 

27r 



même intensité pour a? = o, mais de période différente w' = — » nous 



aurons 

«' z= A e 






cos(p/-fy/f + s'). 



Supposons qu'une difTérence de température ne puisse plus être 
constatée par l'observation, lorsqu'elle a la valeur très-petite y. On 
aura, en désignant par a? et a/ les profondeurs auxquelles on cesse de 
constater les plus grandes valeurs de U' et u!^ 

et, par suite, 

x^fmr=ix*^ ou -7"\/— ;• 
'^ j; V w 

On comprend donc que la variation diurne doit se propager à une pro- 
fondeur beaucoup moindre que la variation annuelle. 

Nous ne discuterons point'ici l'influence de l'atmosphère et des mers 
sur les températures de la Terre; d'ailleurs il est clair que, lorsque nous 
nous sommes occupé des actions du Soleil, nous avons entendu parler 
de ces actions modifiées par la présence de l'atmosphère. 



^<) 
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CHAPITRE VIIL 



SUR L'ÉQUILIBRE DE TEMPÉRATURE DE L'ELLIPSOÏDE. 



CALCUL DE AV. 

106. Nous allons nous occuper de Téquilibre de température d'un 
ellipsoïde dont tous les points de la surface sont entretenus à des tem- 
pératures données. C'est Lamé qui a résolu cette question pour l'ellip- 
soïde de révolution et pour l'ellipsoïde a trois axes inégaux^ 

Le corps étant en équilibre de température» si Ton désigne par Y la 
température d'un point quelconque du corps, on a l'équation AY = o, ou 

si les axes de coordonnées sont rectangulaires. Si Ton prend des coor« 
^ données curvilignes orthogonales, cette équation deviendra 



di^Ç) d{^\f-\ d('LÇL) 

dp dpi dp, 



o. 



et l'on obtiendra A, A,, Aa en transformant dx^-h dy^ -\- dz^ en coordon- 
nées curvilignes, et se rappelant que l'on a 

dx^-^ dr'-^-dz'^j^dp'^~^idp]-^ ~dpl. 

Dans la question qui nous occupe, les trois familles de surfaces que 
nous emploierons sont des surfaces du second ordre dont les sections 
principales ont les mêmes foyers que celles de l'ellipsoïde proposé. Ces 
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surfaces auront pour équations 



(•) 



JC» 


+ 


p' 


r' 


6' 


-H 




z' 




_ I, 


p' 


P= 




6-^ 


X' 


+ 


? 




6' 


— 




2' 




" «, 


f*' 


c' 




F-' 


X' 




b' 





V' 






a» 




- i; 


V» 


c» 




V' 



/3» |x, V sont des paramètres variables et remplacent f), pi, p^; on suppose 

alors la première équation représente un ellipsoïde» la seconde un hy- 
perboloîde à une nappe, et la troisième un hyperboloïde à deux nappes. 
Deux des foyers des sections principales sont situés sur Taxe des x à 
des distances du centre égales a 6 et c; le foyer de la section des 72 est 

situé sur Taxe des y à une distance du centre égale à y/c^ — b^. 

Combinons les équations (1) par soustraction deux à deux, et nous 
aurons 

-{ ^^r^t-.r, -T ,.-; H- i-. -ttt-. itt — o, 



x^ y' z^ 

X^ V2 ^2 

+ 7-. Tx~r-. ..--0; 



ces équations prouvent que les plans tangents menés à deux de ces sur- 
faces en un point de leur intersection sont perpendiculaires entre 
eux. 

Un point quelconque de Tespace, au lieu d'être donné par ses trois 
coordonnées œ^ y, z, peut l'être par les trois paramètres p, jx, v qui sont 
relatifs aux trois surfaces (i) passant parce point et qui sont les trois 
coordonnées curvilignes. 

Pour exprimer les coordonnées Xy j, z au moyen des nouvelles p, /x, 
V, il suflit de résoudre les équations (i) du premier degré par rapport 
àa?*, j^, z^. Pour les résoudre de la manière la plus commode» on 
observe avec Jacobi qu'elles expriment que l'expression 

X^ ^.2 2* 



I — — 



0" 0"— é' 
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est nulle pour a = p*, fx* ou v*; on peut donc poser 

__ ^ _ y^ "*' — (g"— p')(q' — f^'jlq* — y') 

en remarquant que les deux membres se réduisent à Tunité pour (7=oo . 
Si nous décomposons le second membre en fractions simples^ nous 
aurons le premier» et il en résulte 

Extrayons les racines carrées, en ayant le soin de n'écrire que des 
radicaux réels, et nous aurons 



*• - 


Wp'- 


-b^^lû- 


b^sjb'- 


-V- 


J - 
z - 


_v/p'- 




-6» 


7 

— -^ • 



c yjc^ — b' 

X ne peut s'annuler que par le facteur v; y s'annule par le facteur 

\//jL^— b^ ou \/6*— V*; z s'annule par le facteur ^p^—c^ ou par ^c^—[i'^ 
et il faut remarquer que ces radicaux changent de signe en passant 
par zéro. 

Prenons les logarithmes des deux membres des équations (3), puis 
différentions, et nous aurons 

XÛ , X tX , XV 

rfx == — rfp + -^ </f* H- — rfv, 

f dz = — - — dp H ^— du -\ rfv. 
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Ajoutons les carrés des équations (/|)» en remarquant que les doubles 
produits des termes du second membre se détruisent d'après les équa- 
tions (2)» et nous aurons 

p* (p'-fr*)' {9'— C'Y. y 

En remplaçant a?', j^, 2* par les expressions (3), nous aurons 

et en faisant sur les lettres p» p» v une permutation circulaire, on 
obtient les deux autres équations 

^' ^ y' ^ _^!_ - (i^.^-vM ( ^'-~p') ^ 

/X* (|UL'— 6» )> ' (fJt' - C' )» ' fl^ fX' — 6^ ) '( iJ.' — C) * 

f! . r' g' _^ (v'-pM(v'-F') 

Donc on a 

Les coefficients de rf/s*, rffx*, rfv' sont les expressions de jr-,> ^» j^- 

107. Mais nous savons que l'expression de AY prend une forme beau- 
coup plus simple quand on adopte pour coordonnées curvilignes, au lieu 
des paramètres p» /x, v des trois familles de surfaces orthogonales, leurs 
paramètres thermométriques. Car, en désignant par a, /3, 7 ces para- 
mètres thermométriques, et par h, hf, h^.les quantités analogues à h, 
^n ^2» c'est-à-dire 



vmH^hm- 
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nous aurons, pour l'équation AY = o, 

u.rf'V .,d'\ ..d'y 

Ces paramètres thermométriques se déduisent des paramètres v, ij., p 
par les formules (n^ 22) 



(6) 



. pP dp 

Je i/fp'-6Mfp»- CM 



Remplaçons dans Téquation (5) les différentielles de ces trois intégrales 
par doc, d^y dy^ et nous aurons 

On déduit de cette équation, en observant que les coefficients de da^, 
d^\ df sont égaux à ^^, ^, p, 

. c^__ . _ c_ . c 

"" v^(p»-v«)(/z^-v»)' ^' " " \l(p'-ix')(i'-y') ' ' " i/(p»— ^«)(p»-"vM ' 

puis on en conclut 

ïûi;=^ê(P'-'^J' M^-ë^^-P^' HF.^c^'*'-''')' 

expressions qui sont respectivement indépendantes de v, /x, p ou de a, 
/3, y; ce qui prouve, d'après ce que nous avons vu au n° 25, que les 
trois familles de surfaces sont orthogonales et que a, p, y sont les para- 
mètres thermométriques de ces surfaces. L'équation AV= o se réduit 
donc à l'équation remarquable de Lamé 

d^\ d^\ rf'V 

(7) (P'-F')^-(v'-p')^-Kf.'-v')^=o, 
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dans laquelle p, jx» v représentent les fonctions inverses de a, /3, 7 don- 
nées par les formules (6). 

L'ellipsoïde étant en équilibre de température, la température d'un 
quelconque de ses points satisfait à cette équation. De plus, tous les 
points de sa surface sont entretenus à des températures données; dési- 
gnons par a la valeur de p pour Tellipsoîde donné, on aura donc 

V = F(/:a, y) pour p = a. 

Telles sont les deux équations auxquelles il s'agit de satisfaire. 



SYSTÈME DE COORDONNÉES APPLICABLE A TOUS LES CAS. 



108. Avant d'aller plus loin, il importe de remarquer que ces for- 
mules ne sont plus applicables si l'ellipsoïde est de révolution. 11 peut 
se présenter deux cas : 

\^ Si 6 = c, le plus grand axe est un axe de révolution, l'ellipsoïde 
est ovaire; 

22® Si 6 = o, le plus petit axe est un axe de révolution, Tellipsoide 
est planétaire. 

[i étant compris entre & et c, si 6 = c, jx sera aussi égal à c; dans 
le second cas, b étant nul, v le sera aussi, et l'on voit que les expres- 
sions (3) donnent des valeurs indéterminées de la forme -• 

Pour obtenir des formules applicables à tous les cas, nous introdui- 
rons les deux angles <p et 4^ du n^ 23, en posant 



V = &cos4^, /ui = vc'sin*<p 4- 6'cos'<p, 

et, d'après ces formules, v varie de zéro à 6, ou plutôt de — 6 à h- 6. 
et jjL de 6 à c; V et jx, par conséquent, varient entre les limites qui leur 
ont été assignées. On en conclura 



^b^ — >=« izz 6 sin vj^, v^jut'— i' = \ic^ — 6' sin 9, 



^c^ — fjL*= ^c^ — b^ cos<jp, v^c' — V* ^ y'c*— 6* cos* ^ ; 
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on a ainsi, pour les expressions de a?, y, z. 



X — ^ 


- \/c*sin*9-h6 


r -^ v^p' 


6^sinvpsin9, 




*/*.» 



,-1 i/<?» — b^ cos* ûf 

z ==: VP — <^ cos (P • 

c 

Ces formules sont applicables aux deux ellipsoïdes de révolution, et elles 
sont d*un usage commode; mais« dans le cas général, elles ont Tincon- 
vénieni de n'être plus symétriques, comme le sont les formules (3). 
Si 6 = c, elles deviennent 

(8) ^ = pcos4'» jrn ^«— e'sin^psînç, z^^y/p^ — c'sin^cos<p. 

Si h = o, on a 



(g) a:=:pcosvj;sîn9, 7= psin^» sinç, zm sjç!^— c^cos^. 

Par les formules (8) et (9), on ne fait qu'adopter pour Tellipse dans 
les deux cas un même syslëme de coordonnées qui est celui que nous 
avons employé au n** 57. En effet, si Ton fait 9=0 dans les formules (8), 
et <}/ = o dans les secondes, on a les coordonnées de Tellipse méri- 
dienne 

X^=^ pCOS^/, z rrz \/p^^ c'siUvp, 



^=:psînç, z-=slç>^ — c'coscp. 



FORME DE LA SOLUTION SIMPLE. 



109. Pour satisfaire à Téquation (7) et a la condition à la surface, 
nous chercherons d'abord un terme simple satisfaisant à Téqua- 
tion (7); nous ferons la somme d'une infinité de ces termes multipliés 
chacun par une constante arbitraire, et nous déterminerons ces con- 
stantes de manière a remplir la condition à la surface. 

Pour obtenir ce terme simple, nous essayerons de poser 

U =: NMR, 



~ 233 - 

ie facteur N ne contenant que oc, M que /3, R que 7. Substituons U à la 
place de Y dans Téquation (7) et divisons par NMR, nous aurons 

La fonction ^ -j~ï ^^ contient que a, ^ -^ que j3, ^ -^ que 7, et, 

en les multipliant par /s'— |x*, — (v* — p*), fx' — v', puis faisant la 
somme» on a un résultat nul. Cela posé, remarquons que Ton a 

(p'-^*)-^(v'-p')4-(a»-v') = o, 

(p'~ |X^)v»-f- (v — pM^»-f- (|UL»~ v»)p' = o. 

Multiplions les termes de la première identité par une constante et 
les termes de la seconde par une autre constante, et ajoutons, nous 
aurons 

(I.) (p»-^>)(A^^^) + (v«-p»)(Ag-i)4-(fx'-v^)(A|- 

A et ^ étant deux constantes arbitraires. 

En comparant Téquation (10) avec l'identité (11), on voit qu'on vé- 
rifiera cette équation en posant 

et nous n'avons plus qu'à considérer des équations différentielles ordi- 
naires et à déterminer les deux constantes g et h. 
Au lieu de oc, /3, y, mettons dans ces équations p, ii,v, nous aurons 

rfN /7 ; / ;</N 



</»N 



C'--.--r-s/b'-v')/c'-V 



rf(s/ft'-v^/^^^=nr'^) 



3o 
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et si Ton pose 

on obtient la première des trois équations suivantes : 

la seconde et la troisième se déduisent de même des deux dernières 
équations {12). Enfin h et g sont deux constantes qu'il s*agit de déter- 
miner. 



ellipsoïdes de Rfi?OLUTIOM. 



110. Nous allons d'abord nous occuper des deux ellipsoïdes de révo- 
lution. Nous commencerons par déterminer la solution simple et les 
deux quantités A et ^ qui y entrent. 

Laissons d'abord 6 et c quelconques» et substituons aux variables /x 
et V les angles (p et ^ considérés ci-dessus; nous avons 



fjL — v^' sin*cp -h 6' cos*9, v = 6 cos^J^. 

Voyons ce que devient l'équation qui donne N et qui peut s'écrire 






Or on a 

rfN ,-: rz r rfN 



et l'équation précédente devient 

(n) (c»— 6»cos*^) ^T^ -H 6^sini|;cosvp — — (At'cosij/ — gc')N = o. 
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De même Téquation qui donne M peul s'écrire 






Or on a 



\ fJXM . //M 

yl(^^^' b^)(C^— fx^) -r- —-^ ^ë»— (c»^ b') COS^'<p -j- j 

et l'on a l'équation 

(m)< "^ 

I -f- (c*— 6')sin(pcos9 --j- — [/*(<?'— é')cos*9 "" ('* ~ g)^^]^ — ^' 

On doit remarquer l'analogie des deux équations (/i) et (m): on passe 
de la première à la seconde par le changement de 6* en c^ — 6*. 

Ellipsoïde oçaire. — Dans l'ellipsoïde ovaire» le plus grand axe est 
un axe de révolution » et l'on ^l b = c. 
Les deux équations (/i) et (m) deviennent donc 

rf'N rfN 

(l — COS'lj^) ^^7 -^ SÎnvJ^ €084» -TT — (ACOS'4 — g^)N nrro, 

^^. +(A-g.)M-o. 

Je pose h — g -= l^\ alors nous avons 

M - Acos/op 4- Bsin/9, 

et comme M doit rester le même quand on y remplace 9 par 9 -4- stt» 
le nombre /est entier; on a donc 

/ étant entier, et nous n'avons plus que la constante h à déterminer. 
Posons encore cos^ = q^ et l'équation qui donne N devient 



(/') 



dq \ I - ?V 



3o. 
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La constante A doit être déterminée de manière que N qui est fonc- 
tion de ^ ait la période ^tt, en sorte qu'elle ne change pas quand on y 
remplacera ^ par i^ -i- 271. Or on arrive au résultat désiré en sup- 
posant 

n étant un entier positif et > /; car alors on pourra prendre pour N 
l'expression que nous avons donnée pour 0,,,/ dans la théorie de l'équi- 
libre de température de la sphère. Ainsi nous avons 



(y) 



^ L^ 2(2/1 ~ ij ^ 



L'équation à laquelle R satisfait devient, en y faisant b ^ c, 

(p'-- ^'y-JT '-{^9''- '^c^P)-^ [/î(/i-l-i)(p2- cVH-/'6*»]R = o, 

et peut se mettre sous la forme 

rfR 



dp 



n(n H- i) , R~ o. 

c» — p^ J 



Elle se déduit de l'équation [p) par le changement de ^ en -• On ne 

peut en conclure immédiatement que l'expression de R se déduira de 

celle de N par le seul changement de q en ^\ car on n'a ainsi qu'une 

solution particulière de l'équation précédente; mais il est aisé de voir 
que l'autre solution particulière deviendrait infinie pour p ^ c^ c'est-à- 
dire pour des points situés nécessairement k l'intérieur de TeUipsoide; 
donc R se réduit effectivement à la première solution, et l'on a 

Représentons cette dernière expression par R„,/(f)), et l'expres- 
sion {q) de N par 6;,,/; nous aurons une solution particulière en po- 
sant 

U-r0^,,R,,/(p)(Acos/9^-Bsin/(p). 
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On obtiendra la solution générale en faisant la somme d'une infinité 
de ces solutions particulières, et» comme on a fait au n^ 85 pour la 
sphëre, on pourra donner à la solution cette forme 

v=| [eos,;! A.,, »^;ie.) a, ,. .„,;| ^, .J-.;(^ ; e.,,], 

i-o l. n^l nzr.i J 

a étant la valeur du paramètre p sur Tellipsoide donné. 

y étant une fonction donnée sur la surface p = a^ que nous appelle- 
rons Ff^, 'I), nous aurons Téquation 



/rrjo' /irr» rt=:x 



y i cos/<p y A.,/e.,/ -\- sml<fS B..,0../ j --:. F(9, J.); 



I -zn nr=.l n = i 



c'est exactement la même condition qu'au n® 85, et les coeOicients A„jy 
B„j se détermineront de la même manière. 

On peut encore grouper ensemble tous les termes dans lesquels le 
nombre n est le même, et l'on écrira ainsi la solution 



nrz ae / = « 



li~o / — o 

Alors la condition à la surface sera 

Y y B«,/(A.,/C0s/9 i-B„,/sin/9)--F{9, vj;). 

t}=rn /rno 

Le second 2 représente une somme de termes qui est une fonction Y,i 
de Laplace, et qui peut être calculée d'après ce que nous avons vu 
au n** 84. 

Ellipsoïde planétaire. — Dans l'ellipsoïde planétaire, le plus petit axe 
est un axe de révolution, et l'on a 6 = o. 

Le rôle des deux fonctions N et M s'échange dans la question précé- 
dente, et Ton a maintenant 

(i- cos»9)--T- -f sin9C0S9 . 'l/icos'9 - (h — g)]Mi-^.o, 
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N est une fonction qui doit rester invariable quand on y change ^ en 

(}/ -h aTi; on en conclut que g est le carré d'un nombre entier /* et 

qu'on a 

N=r Acos/^ ^-Bsin/•|'. 

Posons cos<p -' u\ Téquation qui donne M devient 

et nous avonSy en faisant A = a(/i i i) et n entier, afin que M reste 
invariable quand on y remplacera f par ^ -h 27r, 

M ^ (. - «')^ [«-'- ^-" - ;>i.'^ ::^- D „.w-,^ ... 1 

^ ' [ 2(2/1-1) J 

L'équation du n^ 109 à laquelle R satisfait devient^ en y faisant 6 = o, 

^P'" "''"'^ ^ "^ ^^P'~ '''P^ ^ -^ (/*P*- ^'^*)»- 

Faisons p^ — c^ - p'^, et en prenant p' pour la variable indépendante 
dans Téquation précédente^ nous aurons 

(^'^"P"^' ^ "^ 2(6«»H- p'')p' ^ - [n(n + 1) (p'»-h c') - />c»l R r= o. 

On passe de l'équation qui donne R dans le numéro précédent à cette 
dernière en changeant p en p' et c* en — c*. On aura donc pour la va- 
leur de R actuelle 

Représentons cette dernière expression par R„,/(p') et l'expression 
de M par 6;,,/, nous aurons une solution particulière en posant 

U --0..,R„,/(p')(Acos/J;-f-Bsin/4;); 

on obtiendra ensuite la solution générale en faisant la somme d'une 
infinité de ces solutions, comme dans le cas précédent. 
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RÉFLEXIONS PRËUMINAIRBS SUR LES QUANTITÉS p, v, p 
ET SUR LES COORDONNÉES a, (3, /. 



111. Nous avons trouvé 



ÛC^ c j 

Jo 



rfv / ^ft 

ou 



^(6»- V»)(f^-V») 




b'j V c' b^l 



De cette formule on conclut, d'aprës les notations habituelles de la 
théorie des fonctions elliptiques. 



-j- =r sinam (a, - )? 



- étant le module, et par suite 



Les deux premières de ces fonctions de ol ont pour période t\rs, si 
Ton pose 



b 



la troisième a seulement 2Z5 pour période. 

Divisons Tintervalle 4^?, dans lequel il suffit de faire varier a en quatre 
parties égales que nous appellerons quadrants. 

V est une fonction impaire de a; elle s'annule pour cl —- o, elle est 
positive et va constamment en croissant entre a =:= o et a =^ or, c'est-à- 
dire dans le premier quadrant; elle est maximum pour &.^ rs. Pour in- 
diquer la marche de v dans les trois autres quadrants, il suffit de dire 
que, pour a = y, aw — y, aty-hn, [{zs — Dt la fonction reprend les 
mêmes valeurs au signe près, en se comportant en cela dans le passage 
d*un quadrant à Tautre comme le sinus d'un arc de cercle. 

sjb^ — v'-' est une fonction paire de oc; elle est maximum pour a'= o, 
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nulle pour a —^rs ^ et se comporte dans le passage d'un quadrant h 
Tautre comme le cosinus d'un arc de cercle. 



Quant à sjc^ ~v^ , il est toujours positif. 



En second Heu, examinons /x, \/|x' — ft*, sjc^ - /;.* . On a 
Posons 



f dix 



^c^ — a> ^ 0-, v^c' — ft» := b\ 

et nous aurons 



En intégrant la dernière équation, on aura 

Pour déterminer la constante, on remarque que» pour/j. ^- c, on a 

0- " o, 

et si Ton pose 



J* ^(/^'-*')(c'-a')"V„ V'( 



rfff 

« = C I -: _-. ■ — /. I -—_——_- -_ — 1 



Téquation précédente devient 
On tire de cette équation 



puis on en conclut 



0- 

7-7 ^^ smam 

0' 



yjc^ - |jl' — 6' sin am U) - ?» -; ) » v'f' *' — *' cosam ( o> - ,3, -i j 

Cl) - (3, — j' 
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On connaît immédiatement la marche de ces trois fonctions de |3, dès 
qu'on connaît celle de sinam/3, cosa/n/3, AamjS. Les deux premières 
ont pour période 4<»t la troisième au. La première et la troisième sont 
paires, la deuxième impaire. 

En troisième lieu, considérons les fonctions p , \lp^ — b^ , \fp- — c*. 
On a 

dp 






6»)(p'-C') 



Posons p = — ) et nous aurons 

' T 



dp — dz 



En intégrant cette équation, on a, rs étant la même constante que 
ci-dessus, 



y . -xn — c 



On déduit de cette formule 



r dr 



T ^-::sinam 



(- - y» % 



et il en résulte, - étant le module, 

c 



P="r; 



c r, - r, __ c^am{zs — y) 

sinâm(Tîj — yf ^^ "" sinam{cj — y)' 

^^ s\nam(m — y) 



Or, d'après des formules trës-connues, on a 

- , cosamy , % * / ^^ sii 

smam(ro - y — -r ' , cosam(ro — y)-- i/ '"~7;"X"~ ' 



sinamy 
^amy 



I h' I 
Aam(cJ -y)-y/i"-,^ 



amy 

3i 
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et il en résulte 



c^amy /— r- Je* — ft* 

p— î-, Vp'- b'i - , 

^ cosamy ^ cosamy 

/- — - \/c^ — 6' sin am y 

VP' — c' = • 

^ cosamy 

Les deux premières de ces fonctions de 7 ont pour période 4^; Isi 

troisième a pour période 2n. Ensuite p, Vp^ — 6* sont des fonctions 
paires de y, y^p— c^ est une fonction impaire. Pour 7 = ±: w, cosamy 

s'annule, et par suite p, Vp^ — ^^» >Jp^ — ^^ deviennent infinis. 

Si Ton fait varier 7 de — © à 4- w, les fonctions p et Vp^ — ^' vont 
en décroissant jusqu'à 7 :=^ o, puis elles reprennent les mêmes valeurs 
en sens inverse. Dans le même intervalle de — tsk -hTs, la fonction 

impaire \/p*'* — c^ va en croissant de — 00 à -4- 00 . 

Faisons varier 7 de r^r à 3t7, les trois fonctions auront les mêmes va- 
leurs , mais avec des signes contraires, pour 7 = tar -f- / que pour 

7 = w — /; p et Vp' ~ ^^ seront donc négatifs de ty à 3w. 
112. Si, dans Téquation des ellipsoïdes homofocaux, 

x ^ r' z* _ 

^ -r — -—^^ -f- ^Ti:"^ — * > 

on fait diminuer p, Tellipsoïde diminuera, et l'on aura la limite des 
plus petits ellipsoïdes, en donnant à p sa plus petite valeur c ou k 7 la va- 
leur zéro; alors z sera nul, et la surface de rellipsoîde se réduira k la 
surface de Tellipse 

Ainsi 7 = représente la portion du plan des xy intérieure k cette 
ellipse. On voit de même que, pour jui = c ou ]3 = w, Thyperboloîde k 
une nappe 

x^ y^ z^ 



p.' p.' — h' c^ — ij/ 



r_ I 



se réduit au reste du plan des xy. 
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Nous avons trouvé les formules (n° 108 j 

X -pcos^ 1/ sin»9-f--cos'9, 
^) \ jr ---- v^p*— 6'sinij^ sin^. 



/ / b' 

Z - - vp' — 6'=' COS(p i/ I -J C0S»v|; 



Taisous varier i{/ de o à tt, nous aurons pour x toutes les valeurs po- 
sitives ou négatives possibles. Faisons varier (f de an--» nous 

aurons aussi pour j^ toutes les valeurs possibles. Enfin, pour que z 

puisse être aussi bien négatif que positif, on supposera que \lp^— c^ 
change de signe pour p ~ c ou 7 — o. 
D'après la formule 

on voit que faire varier i|; de o à tt, revient à faire varier a de — w 
k -h BT. D'après la formule 

yfïïF— b* ^ yjc^ —■ b* sin 9, 

quand 9 croît de an — j ]3 varie de — « à 4- o). Puis, en fai- 



sant varier 7 de — w à -h w, Vp* — ^^ varie de — - 00 à -+- 00 . 

On a donc enfin tous les points de l'espace en faisant varier a et 7 
entre — ty et -h bt, et |3 entre — « et -h u). 

Faisons encore une remarque. Si Ton remplace le rapport - par ^, 

les formules [m) seront encore applicables au cas où 6 et c seront nuls; 
alors elles deviendront 



X = pcos^* V^i — (ï — ff*) cos'cp, /=r psin^* sinç, z = pcos9^i — fr'cos'^, 

et k pourra avoir une valeur quelconque plus petite que Tunité. Le 
système des ellipsoïdes homofocaux est remplacé par des sphères con- 
centriques, les hyperboloïdes homofocaux a une nappe et à deux nappes 
par deux systèmes de cônes. D'ailleurs, en remettant dans les dernières 

3i. 
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formules les fonctions elliptiques, on a, en faisant \j i — k'^ — if, 

X p -.- i^ — psin«m(a, /r) Aflm(w - P> «')» 



I v' I I u'^ />' 

r ?i/ I — ^ ^.\J —, — ^ pcosfl/ii(a, A-)cosam(cj- p, A'), 



ELLIPSOÏDE A TROIS AXES INEGAUX. 

113. Nous allons mainteDant examiner le cas général où les trois axes 
de l'ellipsoïde sont inégaux. Nous avons trouvé dans le n^ 109 une solu- 
tion simple de l'équation AY r= o et de la forme 

U NMR, 

Ny M, R étant respectivement fonctions de v, jx, p ou de a, ]3, y, et ces 
trois fonctions satisfont à des équations différentielles du second ordre 
qui renferment deux constantes A et ^ qu'il faut d'abord déterminer. 

Dans les deux cas particuliers de Tellipsoide ovaire et de l'ellipsoïde 
planétaire, on a 

h r n[n -h i) 

en prenant n entier; il y a donc lieu de se demander si A p*a pas encore 
la même valeur dans le cas général. Nous commencerons donc par éta- 
blir ce point, et nous démontrerons en même temps, comme l'a reconnu 
M. Liouville, que la fonction 

qui entre en facteur dans U est un Y;, (*). 

Les fonctions N et M satisfont aux deux équations 



do" 
dm 



(*5-?)n. 



(*) Journal de M. Liouville, t. XI , p. ^79 et 458; 1846. 
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En multipliant la première par M et la seconde par N, puis ajoutant, 
nous éliminerons la constante g, et nous aurons 

Si [x^y.z) est un point de la surface de Fellipsoîde dont le para- 
mètre est p, et si (x, y, z) est le point correspondant de la sphère dont 
le rayon est l'unité, on a 



X 



px, r^Vp' — *'y, -î~s/p=' — c^z, 



let, en exprimant x, y, z en coordonnées polaires, 

X =- cos4'sin9, y =:sinij^ sîn9, z--:costp. 

En comparant ces valeurs à celles de x,y,z exprimées en p, fx, v 
(nM06), on a 

T- = cosdfsincp, 
oc ' 



^ ^ =:C0S9, 

c^c'~b^ 

dont la troisième rentre dans les deux premières. 

En prenant pour variables 9 et ip au lieu de (i et v, on transforme 
Téquation (a) en la suivante : 

(c) smy ^^ ^- +-^^- + Asm«<p.<I>r^o. 

C'est l'équation qui donne les Y de Laplace si Ton prend h = n{n -h i) 
et n entier, et alors il existe une fonction entière de COS9, cos^sin^, 
sini]/ sinf qui satisfait k cette équation. On prendra donc ici pour h la 
même valeur, afin que $ reste invariable quand on fera varier f et t^ 
de 2n. 
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M. Liouville a démontré que <l> est ud Y^, en effectuant le calcul qui 
conduit de l'équation (a) à l'équation (c) d'après les formules {b); mais 
comme, même avec les artifices qu'il a employés, le calcul direct est 
assez compliqué, nous procéderons d'une autre manière. 

Au lieu de passer immédiatement de Tellipsoîde à la sphère, considé- 
rons d'abord un second ellipsoïde en employant les mêmes lettres que 
pour le premier, pour désigner les quantités qui s'y rapportent, mais 
en les accentuant. Alors, d'après les équations (6), on aura 



bc b'c'^ b yj~c^: rjb^ ' b' ^c'a — b'^ 



et l'on aura aussi (n** 107) 



^''f* - rfp, -^-^ ^ = da. 






Maintenant supposons b' et c' proportionnels à 6 et c; si Ton imagine 
que b' et & deviennent de plus en plus petits et tendent vers zéro, le 
second ellipsoïde tend vers la sphère et, jusqu'à la limite où b' ei& sont 
nuls* on peut supposer que l'on ait 

b- c' 
Désignons par y le rapport -v» et nous aurons 



il en résultera 



et par suite 



^~"b ~ c ~ ^c»— 6* 



J J 



fx=ri|Ex', v~ -.v\ da' day d^' r d^ 



Donc, si l'on exprime 4> au moyen des variables /x' et v' en la place des 
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variables jx et v, <& satisfera k l'équation 

D*après cela, nous allons cher-cher ce que devient l'équation (a) 
quand on y fait b = o, c = o. 

Employons les transformations indiquées au n** 23, pour l'ellipsoïde 
planétaire; on a 

^=cr-=^-.± . 

Posons 

et nous aurons 

Puis pour b = o, nous avons 

6 — log col - > a 9 , 

et l'équation (a) se change en 

-,. — h sin© 7 h Asm'cp^ 10. 

Cette équation ne renferme pas c; elle reste donc la même quand on y 
fait c = o. Mais lorsque c == o, comme on l'a dit au n® 23, ^ représente 
la longitude et rp le complément de la latitude d'un point de la sphère; 
donc la fonction $ qui satisfait a l'équation (a) sera un Y„ si l'on prend 
h = n{n H- i) et n entier. 

Nous avons vu que leâ fonctions Y„ renferment un -h i constantes ar- 
bitraires. Or nous verrons dans ce qui va suivre qu'à chaque valeur de' 
n correspondent a/t + i fonctions de la forme 

U r^ NMR 

qu'on peut affecter chacune d'un facteur constant, et si l'on y regarde 
la variable p comme constante, la somme de ces 2 n -h i termes sera la 
fonction Y„ dans toute sa généralité. 
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DÉTERMINATION DE LA CONSTANTE g ET RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 

DIFFÉRENTIELLES QUI DONNENT N, M, R. 



114. Si, dans les équations différentielles du second ordre auxquelles 
satisfont N, M, R, on fait h ~ n{n -\- i), elles deviennent 

( v^ - pv' -^ g) -_ 4- (2v^ - py)-j^ --- in(n + i) V' ~ g-c'JN, 
(p«-ppM-g)-^4-(ap*-;ip)-^_.[/i(ii-M)p'-^c»]R. 

Nous avons supposé que Ton transformait les coordonnées fx et v qui 
entrent dans la fonction MN en coordonnées 9 et ip de la sphère, et 
comme cette fonction doit rester invariable quand les angles 9 et ({/ aug- 
mentent de :27r, il en est résulté que h est de la forme n[n + i), n étant 
entier. Mais cette condition nécessaire n'est pas suffisante, et pour que 
M et N aient les périodes voulues, il faut choisir convenablement la 
constante g. 

D'après ce que nous avons dit (n^ 111), v est une fonction de ûc donnée 
par la formule 



V 

-r — sin am 
o 



(*' c-)' 



cette fonction a pour période 4^ en posant 

* dv 



"^''X 



V^(*'— v*)(c»— V») 



Si l'on imagine que (3 et y restent constants et que Ton fasse croître 
a de 4^» on reviendra au même point de l'espace. N doit donc rester 
invariable quand a s'accroît de l^zs. 

La méthode vraiment analytique consisterait à déterminer la con- 
stante g qui entre dans N d'après cette condition. Mais nous nous con- 
tenterons de reproduire la méthode synthétique par laquelle M. Lamé 
a deviné le résultat. Nous démontrerons, à posteriori^ sa justesse, en 
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prouvant que la somme de toutes les solutioos particulières obtenues 
pour V peut représenter la solution générale. 

M. Lamé essaye de prendre pour N : i" une fonction entière de v; 
2° une telle fonction multipliée par ilb^— v*\ 3° une fonction entière 
multipliée par V*;- — v*; 4" une fonction entière multipliée par 
yjc' — v' yjb'— v^ . Ainsi il faitsuccessÎTement les quatre suppositions 
suivantes : 
1° N = w* 4- fr.v"-' -H *■,*"-' + .. ., 

N = VF^^'(»'^' + *■.*- + .. ), 

4' N:=A'^7'v'^^^(v-' 4- (.."- + .- )- 

H. Lamé trouve que toutes ces prévisions se réalisent, 
quer que, la première hypothèse ayant réussi, il était nat 
les trois autres: car N doit se former au moyen des quant 
et \/c* — v' comme avec la quantité v. 

Ainsi, par exemple, si l'on pose v' = yjb' — v', on devait s'attendre 
à trouver une valeur de N de la forme 



Or, si n est impair, cette expression est de la forme admise dans la 
seconde hypothèse. 

Première forme de N. — Substituons 

(A) N -K' + fr.v— + *-,v-'-i-. .. + A-,v"-" + ... 

dans la première des équations (i), et nous trouverons, en égalant à zéro 
le coefficient de v"~*'*', 

{a) a*(an-Hi — a»}A-, = [gx^— />(«— ■iï+2)']*-,_, + 9(«— aj+4)(n — 2»-f-3)*._,. 

On déduit de cette relation, en y faisant successivement j = i, a, 3,..., 

6(2n - 5) k,^[gc'~ p(n ~ i)']k,+ q{n- 2]{n ~ 3)k„ 
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D'après la première relation,*, est du premier degré par rapport à g; 
en remplaçant *« dans la seconde relation, on obtient *2» qui est du 
second degré par rapport à g; et, en continuant ainsi, on voit que gé- 
néralement*^ est du degré s par rapport à g. 

Voyons si Ton peut limiter la série qui représente N. La relation (2) 
se réduit à ses deux premiers termes si 

n -h 4 /i -J- 3 

s: ou 5r-- , 

2 2 

et Tune de ces deux valeurs est bien entière : la première si n est pair, 
la seconde si n est impair. Si donc k,^^ est nul, k, sera nul d'après 
l'équation (2); puis, d'après les équations semblables, *,^,, *,+3,... 
seront également nuls. 

Le dernier terme de N a pour coefficient *,-.2, et il est k„ ou k„_,v, 

a 2 

suivant que n est pair ou impair. 

L'équation *,_, = o est du degré 5— i en ^. A chaque valeur de g 
correspond une valeur deN; donc on obtient 

n -I- 2 /ï 4- 1 
ou - — 

2 2 

expressions différentes pour N. Nous démontrerons d'ailleurs plus loin 
que les racines g sont toutes réelles. 

Deuxième /orme de N. — Nous aurions k substituer 



(B ) N .-- v/62~7> (v— H- k\ v^- 4- A^, y— ^ -+- . . . ) 

dans la première équation (1); mais il sera plus commode d'y faire 
et N' sera fourni par l'équation 

(v'-pv'\ q) -^ f- [4v»- [p -I- 2c») v] -^ 

-!-[gr'— c»— [n-- \)(n-\- 2)v»]N'- o. 
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Substituons dans cette équation 

puis égalons à zéro le coefficient de i;'*-^*-*-!^ et nous aurons 

( 25 ( 2 n -h I — 25 ) //j = [gfC' — p(n — 25 — I )' — C' ( 2 n — 4^ ~^~ 3)J 'O- i 
( -4- ^(/l — 2J H- 3)(/l — 25 -4- 2)//^_,. 

On pourra déduire de cette relation successivement k\f K^,... en fonc- 
(ion de g-, et l'on verra comme ci-dessus que U^ est du degré 5 en g. 
Voyons si l'on peut limiter la série (3). La relation (4) se réduit à ses 
deux premiers termes si Ton a 



71 -f- 2 n 

• ou s -.- — 



2 



la première valeur de s est entière si n est pair, la seconde si n est im- 
pair. Cette valeur de s étant prise, si A:^_, est nul, k^ sera nul d'après 
l'équation (4)» et tous les coefficients qui suivent dans la série (3) sont 
également nuls. 

Le dernier terme de N' a pour coefficient K^^^ et il est U^ ,v ou Ic„ ,, 

suivant que n est pair ou impair. 

L'équation lç^_,=^o est du degré ^ — i en g. A chaque valeur de g 
correspond une valeur de N; donc on a 

n w -h I 
- ou 

2 2 

expressions de N de la seconde forme. 

Troisième forme de N. — Cette troisième forme est 



Le calcul est identique au précédent, sauf l'échange des deux lettres h 
et c. On arrive donc encore a cette conclusion qu'il existe 

- ou 

2 2 

expressions de N de la troisième forme. 

32. 
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Quatrième forme deN. — Passons à la quatrième forme 

(D) N zz: v^ïTZ^ v^?^=^ T 

avec 

En portant dans la première équation (i), on a 

(v* — pv*-h q) -jy -4- (6v»— 3/iv)-^ -*- [g'C»— p -{n-^ a) {/i 4- 3) v>]T = o. 

Substituons dans cette équation, à la place de T, la série ci-dessus, et 
égalant à zéro le coefficient de v"'^', nous aurons 

( 25(an -h I — 2j)r,n=[g'c'~ ;?— (/i — 2*)(/i— ?.5 H- ?.)]/,_, 
( -^ q(n — is -^^ i){n — is -\- 1) /,_j; 

d'où l'on conclut comme ci-dessus que t, est du degré 5 par rapport 

à 5'. 
Essayons encore de limiter cette série. La relation (6) se réduit à ses 

deux premiers termes si l'on fait 

n -{- 1 n H- I 

J=i ou 5=: > 

2 2 

suivant que n est pair ou impair. Après avoir adopté cette valeur de 5, 
si nous faisons t^^ = o, tous les coefficients suivants /,, i^tf" seront 
aussi nuls. 
Le dernier terme de T a pour coefficient /,_a» et il est t„_^ ou t^.^v, 

a a 

suivant que n est pair ou impair. 

L'équation tg^^ = o fournit 5 -> i racines g, et par conséquent il 
existe 

- ou 



2 2 



expressions de N de la quatrième forme. 

115. En définitive, quand n est un nombre pair, le nombre des expres- 
sions trouvées pour N est égal à la somme des nombres 

72 H- 2 n n n 



' r> T> r^ 



2 2 2 2 
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quand n est un nombre impair, le nombre de ces expressions est la 
somme de 

w-hi W4-I W-+-I n — 1 



dans les deux cas il est égal à 2/1+1, comme nous l'avions annoncé 
à la fin du n^' 113. 
Chaque fonction N se réduisant à un polynôme entier et rationnel par 

rapport a v, ^b^ — v* , y^c* — v*, il est évident que, considérée comme 
fonction de a, elle a 4^ pour période comme ces trois fonctions. Mais, 
d'après les considérations développées au n^ 68 sur la membrane ellip- 
tique, il n'en eût plus été de même si l'on eût supposé les quatre séries 
(A), (B), (C), (D) prolongées indéfiniment. 

Faisons encore quelques remarques sur les expressions N. 

Pour V = o ou pour a = o, toutes les fonctions N sont nulles ou 
maxima; car on vérifie aisément ce qui suit : » 

Si n est pair, la première et la quatrième expression sont maxima 
pour a = o; si n est impair, elles sont nulles. 

Si n est pair, la deuxième et la troisième expression sont nulles pour 
a = o; si n est impair, elles sont maxima. 

Si l'on pose v'= y/b^ — v*, on a quatre formes de N exprimées en v', 
semblables aux quatre formes exprimées en v. Donc toutes les fonc- 
tions N sont nulles ou maxima pour v'= o, c'est-à-dire pour v = 6 ou 
encore pour a = u. 

Enfin on voit facilement que, entre a = o et a = Z7, entre tsr et 2Gr, 
entre a 9 et 39, et entre 3^ et 4^« la fonction N prend les mêmes va- 
leurs au signe près. 



SUR LA FONCTION M ET SUR LA FONCTION R. 



116. La valeur trouvée pour la constante g doit être portée dans les 
trois équations (i) qui donnent N, M etR. En changeant dans l'expres- 
sion de N la variable v en fx, on aura l'expression de M qui doit accom- 
pagner N dans 

U=:NMR; 
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en effet, M sera alors un pol VDÔme entier et rationnel des trois fonctions 
de|3 désignées par |x, \/]ut^ — b\ yjc^ — /jl^, et qui ont pour période 



^'i 



dfjL 



^(^^-b^)(C--lL^)' 



donc la fonction U aura aussi la même période. Cette condition était 
indispensable, car lorsque ^ s'accroît de celte quantité, a et p restant 
les mêmes, le point représenté par ces trois coordonnées ne change pas, 
et U lui-même ne doit pas changer. 

Quant à la valeur de R, elle n'est pas assujettie à priori à une condi- 
tion de périodicité. En effet, les quantités p, \jp^ — 6^, y/p^ — c^^ consi- 
dérées comme fonctions de 7, ont 4cy pour période (n® 111); mais, pour 
yz=i —u et 7= -f-w, ces trois fonctions sont infinies, et il suffit de 
faire varier 7 entre — w et -^ cr pour obtenir tous les points de l'es- 
pace. 

Lorsqu'on connaît la solution d'une équation différentielle linéaire 
du second ordre, il est facile d'obtenir une seconde solution et par 
suite la solution générale. La valeur de R satisfait (n^ 109) à l'équation 

rf*R r , , p 



V^^[n(n^i)^,~g^^. 



dy 

Représentons seulement par R la valeur déduite de l'expression de N 
par le changement de v en p. Désignons par S une seconde solution, 
nous aurons 

"■s . . [. ,. * ., 1; - «] s. 



df 



On tire de là 



et 






dy dy 



C étant une constante. Divisant par R' et intégrant, nous avons 



S :-- CR 



rdy 
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ou 



S CR f ^P - 



C étant une constante. D'après cela, si nous posons 

nous avons pour la fonction U = NMR les quatre formes suivantes : 



)/c' — V* ^/c'—ij} \lp^ — c^ (v"-» -h /^— ' -i- . . . ) (u"-' -^ /, fjL»-3-f- . . . ) (p»-' H- . . . ) (i -H CT), 
X(v"-'-h/,i/^*H-...)(fA"-'H-^.i^'*"'-+-..0(p"~"-^-^P""'-t----)(i-HCT). 

Je vais nnaintenant démontrer que S ou T ne doit pas entrer dans les 
expressions précédentes, ou, ce qui revient au même, qu'il faut y faire 
C = o. 

Remarquons d'abord que 7 = représente la limite des plus petits 
ellipsoïdes homofocaux, c'est-à-dire tous les points intérieurs à l'ellipse 
située dans le plan desj;, y qui a pour équation 

Or la valeur de U doit différer très-peu pour deux points symétriques 
par rapport à la surface de l'ellipse (a) et qui en sont très-rapprochés. 
On passe d'un point k l'autre en changeant simplement 7 en — 7. Or, 

par ce changement, \lp^ — c^ change de signe, et par suite aussi l'inté- 
grale T; car tous les éléments de cette intégrale changent de signe. 
Donc les valeurs de cette intégrale sont très-différentes pour des valeurs 
de 7 égales à H-e et — c, e étant très-petit; donc cette intégrale ne doit 
pas se trouver dans U. 

Si, au lieu de rechercher la température d'équilibre de l'ellipsoïde, 
on cherchait le potentiel de cet ellipsoïde par rapport a un point exté- 
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rieur, ce potentiel, que nous appellerons aussi Y, satisfera à la même 
équation aux diflerences partielles que la température; on pourra former 
la solution simple U de la même manière; mais le troisième facteur de 
U se réduira à S au lieu de R, comme Ta remarqué M. Liouville [voir 
son Journal^ 1846, t. XI, p. 1122). 

En effet, le potentiel Y et la fonction U ne sont plus assujettis à varier 
d'une manière continue quand le point traverse la surface de Tellipse (a); 
mais ils doivent s'annuler pour un point situé k Tinfini ou pour p^^co . 

117. La solution 

U=:NMR 

est un polynôme entier et rationnel par rapport à rr, ^, z. Si d'abord N 
est de la forme/(v*), on a 

ib) U----/(v«)/(^»)/(p»), 

qui est une fonction symétrique et entière de v*, /x*, p^ et du degré - 

par rapport à chacune de ces quantités. Or v^, |j.^, p^ sont les racines 
en a de l'équation 

ou 

Donc, d'après un théorème connu, U s'exprimera rationnellement au 

moyen des coefficients de cette équation et sera du degré - en a?^, j*, 

J5*, ou du degré n en a?, y, z. 

Dans tous les cas, U est une fonction telle que [b), multipliée par un, 
deux ou les trois produits 

qui sont égaux à â?, y» z multipliés par des facteurs constants, et par 
conséquent U sera toujours une fonction du degré n en x, y, z. 
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CONDITION A LA SURFACE. 

118. Il est aisé de reconnaître que l'on peut satisfaire k l'équation 

■ 

sur la surface de l'ellipsoïde, en prenant pour V une somme de toutes 
les solutions trouvées, et c'est ce qui prouvera que cette somme re- 
présente la solution générale. 

Réunissons tous les termes qui dépendent du même nombre n et qui 
sont au nombre de 2/1 -h i ; leur somme forme un Y;, dans toute sa gé- 
néralité (n*^ 115); puis, en faisant la somme du nombre infini de toutes 
les solutions, nous pourrons écrire 

V : - Y., -f- Y. -r Y, H- ... -h Y„ -4- ... ; 

mais chaque fonction Y„ dépend de la quantité p. Désignons par A la 
valeur de p sur rellipsoide donné, et nommons Y^ ce que devient Y„ 
quand on y fait p — A; nous aurons 

Y;-^-Y;-hY;-^.. hy; • . .-f(|ui,v). 

Exprimons, dans le second membre, ]ul, v au moyen de 9, vj^, d'après 
les formules [b] du n*^ 113 et nous aurons Y^ par une méthode connue . 
(n** 84); puis ensuite on pourra calculer les 2/1 -f- 1 coetlicients qui y 
sont renfermés. La solution sera alors déterminée. 

Mais on peut calculer les coefficients de la série d'une manière plus 
commode. 

La partie de rellipsoide située au-dessus du plan des ooy est donnée 
par 7 -- 4- 7o» et la partie située au-dessous de ce plan par y r= — y^. 

En faisant la somme de toutes les solutions simples, on aura 



n=z» 



:V\k„,.nmr, 



(«) V -^^""■'f 



K,,,^, étant une constante et le second signe sommatoire se rapportant 

33 
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aux différents termes qui dépendent du même nombre entier n et de 
valeurs de g différentes. 

U = NMR a quatre formes différentes (n® 116); les deux premières 

ne renferment pas sjp^ — c^ en facteur, les deux autres le renferment. 

Représentons les deux premières par NMR, les deux autres par sWTL^a; 

les deux formes NMR ne changent pas avec le signe de 7, les deux 

formes XOîl^ s'annulent à cause du facteur yjp^ — c* pour p = c ou 
pour 7 = o, et changent de signe avec 7. Écrivons donc 



n — » /i 



V : y y K„,^ NMR 4 y y ^k,.^ ^(.d^^. 



n rro nzjio 



OC désignant, comme K, un coefficient constant. 

La condition à la surface peut se dédoubler en les deux suivantes : 

V--.f(a, (3) pour y - - y., 
V — #,(a, P) pour y—y- 

Remplaçons, dans ces deux formules, Y par la double série ci-dessus; 
puis, ajoutant et retranchant les deux équations obtenues, nous aurons, 
après avoir posé 



2 .. - . ' 2 



les deux équations 



n.-z a» 



{<{) y^K„„R{y.)NM . ./(«,P). 



n - o 

/ir-. 00 



{e) y^ïK...,R(-/.)xaiL.-:/;(«,p) 



n = o 



' A cause de la complète analogie de ces deux équations, il nous suf- 
fira de déterminer les coefficients de la première. 
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DÉTERMINATION DES COEFFICIENTS. 



119. Désignons par N et N' deux des fonctions N, et par M et M' deux 
des fonctions M, nous aurons les deux égalités 

« 

la prennière ayant lieu parce que N et N' sont deux fonctions de a, qui 
ont 4«^ pour période; la seconde, parce que M et M' sont deux fonctions 
de j3, qui ont 4^' pour période. 

On pourrait se servir de ces deux égalités pour la recherche que Ton 
se propose; mais nous préférons lui en substituer deux autres. Divisons 
les fonctions N en deux espèces : la première renfermant toutes celles 
qui s'annulent pour a = o ou v = o, et, d'après les quatre formes 
de N (n"* 116), qui sont impaires en a; la seconde renfermant toutes 
celles qui sont maxima pour a = o, et par suite paires en a. 

Ces fonctions présentent le même caractère distinctif pour a = 2© 
que pour a = o. Donc, si N et N' sont de même espèce, on a 

Posons jx'=: V/^^ — ^ l^\ et àe même que les fonctions M exprimées 
en jx sont de quatre formes différentes, en les exprimant en /x', on a 
les quatre formes analogues 

fx'" -t- /r, /x'"-* -f- . . . , 

v//x' M-T" ( |x'— -f- 5, II.'"-' 4- . . . ), ■ 



v//x'-^ -f- b^ sic'— ù' — /x'^ ( II'"-' -h pt [t.'"-' -f- . . . )» 

et les fonctions M sont de deux espèces : i** celles qui s*annulent pour 
jx'= o, ou pour/3 = o et /3 r:^ 2w, et qui sont impaires en |3; a® celles 

33. 
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qui sont maxima pour /3 = o et |3 = au, et qui sont paires en ^. Alors 
si M et M' sont de même espèce, on a 






2m 



M'^V :.0. 



D'après cela, les fonctions MN peuvent être partagées en quatre 
genres NiM,, N2M2» N3M3, N4M4, selon que 



2° 



N est pair en a, M pair en (3, 

N est pair en a, M inripair en (3, 

3° N est impair en a, M pair en (3, 

4** N est impair en a, M impair en (3. 

Décomposons la fonction /(a, |5) en quatre parties semblables, et 
posons 

/i étant pair en a et /3; /j pair en a, impair en jS;/, impair en a, 
pair en /3; /^ impair en a et en /3. Nous pourrons alors décomposer 
l'équation (rf) en les quatre suivantes : 



n - » « r 00 



(A) ^^KR.(y.)N.M,r /, ^yKIl4y.)N.M,:^:/,... . 



n =0 n o 



120. Nous allons maintenant traiter une quelconque de ces quatre 
équations. 

Deux fonctions associées N et M satisfont (n^ 109) aux deux équations 



doc 



^ r v' 1 



Soient n! et g' deux autres valeurs de n et g, et désignons par N', M' 
les fonctions N, M correspondantes. Nous aurons aussi 
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En combinant ces deux équations avec les deux précédentes, on a 

^*"i/? -M'-^--.(g^'-g^)MM'--[n'(/i'-i)-n(n-fi)]^MM'. 

Supposons que N' et M' soient de même espèce que N et M, et mul- 
tiplions ces deux équations respectivement par da, d^, et intégrons 
depuis a = o jusqu'à 2?sr, et depuis /3 = o jusqu'à 2w. Les premiers 

membres, dont les intégrales sont N ^' - N' -,- et M ^' - M' ~ 

^ da doL ap d^ 

s'annulent aux deux limites, d'après les équations (/) et (g^), et il 
reste 

[/i'(/i'-f-i) — n(/i f-i)] / ''^NN'v^é/a (g' - gYc' f "^^W doc, 
f (g"' - s) r'^MWd^ z [n'{n' -^, i)-n{n-^ i)] P'mM' ^ rf(3. 

Multiplions ces deux équations membre à membre, et divisons par 

[n'{n' -i- j) — n{n f- i)]{g' — g), et nous aurons 



(/) 






Le facteur supprimé suppose que n' est différent de n, et g' de g; 
mais il est aisé de conclure des formules {k) que l'égalité (/) a encore 
lieu quand l'un des nombres /^^ g' est égal à n ou ^. 

D'après cela, si l'on multiplie une des équations (A) par un des fac- 
teurs NM des termes du premier membre et par (|x^ — v*) rfac?j3, puis 
qu'on intègre depuis a = o jusqu'à 2B7, et depuis |3 -- o jusqu'à 2w, 
tous les termes de la série du premier membre s'en iront, sauf un dont 
le coefficient se trouvera ainsi déterminé. Si l'on pose généralement 



o »/o 
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ou aura, si l*ou n'écrit pas les indices, pour un coefficient K quelconque 
d'une des équations (A), 



Nous allons montrer, d'après Lamé, comment on calculera l'inté- 
grale J, qui se trouve dans l'expression de K. 



Calcul de la quantité J. 



121. L'intégrale double J est la quadruple de 

o •/ o 

ou de 

(a) f^'da. Pm'/x»^;3- ^N^v^rfa. H M' d^. 

M et N sont des polynômes identiques, l'un en fx, l'autre en v, et leurs 
carrés sont des polynômes en [j? et v^. Nous avons (n*^ 107) 



et en différentiant ces formules, nous obtenons 

i étant un nombre entier positif quelconque, multiplions la première 
équation {b} par /x^'"*"* rfj3 et intégrons de o k oo; nous aurons 

(c) c' j a='-»-' -^ rf(3 1- - 2 I |UL''-^* rf(3 -I- ( c^ -h b') / /z^'+' di3. 

Par l'intégration par parties, le premier membre devient 



- 263 - 
Pour p = o on a fx = i, et pour p ~ ci> on a fx = c; donc, d'après (a), 
^ s'annule à ces deux limites, et le premier terme de (d) est nul. 
D'après la première équation (a), on a 

C (^ y = — ix*-\-{ b' -h c^ ) fi'— b'c' ; 

• substituons cette expression dans (rf), et mettons {d) pour le premier 
membre dans l'équation (c), nous aurons, en faisant b = ck, 

(214-3) r a''•^^rfp r-.( 21 -r2)c*(l -{-*>) Ç^^ l^^^^^ d^ - (il -\- l)c'k^ fi^^'^P. 

En traitant la seconde équation [b) comme on vient de traiter la pre- 
mière, on trouvera de même 

Jr*u r*rs /•ci 

v''^«rfa==:(2i 4- 2)c»(i 4- k"") I v^'^^da - (21 -h i)c*k' j v'*rfa. 
o t/o «/o 



Posons 



' v^ rfa ir^ M, I ^' rf(3 r~ i' ; 

o •/o 



en faisant i = o dans les formules précédentes, nous aurons 

X^ 2 

X"" 2 

V* rfa = - r;'( i -f- k^)u — c^Âr^nr. 

Faisons ensuite dans les deux mêmes formules successivement 
e = 1,21,3,... en substituant dans les seconds membres les valeurs 
des intégrales précédemment obtenues, et nous obtenons, quel que 
soit le nombre entier y, 



o 

P et Q étant des fonctions entières du nombre k^. 
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Cl) 



' RP rf(3 est la somme de fonctions telles que (<?); donc on pourra 

o 

poser la première des deux équations 

XCT 

G et H étant des fonctions entières de k^ et des coefficients de M, et la 
seconde s'ensuit immédiatement. On pourra de même poser 

Substituons les valeurs des quatre dernières intégrales dans l'expres- 
sion de (a); nous aurons 

Jr:4(GH' — G'H)c«(toi;-«m), 

et ensuite 



">"" XT-"^'"-^- 



Pour calculer la valeur de cette intégrale, on remarque que, d'après 
ce qui a été expliqué au n** 112, les expressions - et - sont encore ad- 

missibles lorsqu'on y fait c = o et qu'on prend - égal à un rapport 

fini k; alors les ellipsoïdes se changent en sphères concentriques, et les 
surfaces orthogonales des deux autres systèmes sont des cônes qui tra- 
cent sur cette sphère des courbes orthogonales. 

Les éléments de ces courbes rectangulaires sont (n® 107) : 

Si l'on fait c — o et qu'on suppose k constant, les expressions de 
- et de ~ ne changent pas d'après le n"^ 112 cité; comme [). et v s'annu- 
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lent d'ailleurs, les éléments d'arcs ds, ds, deviennent pour la sphère 



\J n^ ^^ VU.' y' 

c c 

donc la double expression 

représente un élément de la surface d*une sphère dont le rayon est 
l'unité; l'intégrale 



Jo 



^- - da d^ 



est le huitième de la surface de cette sphère, et par conséquent est égale 
à -• On a donc enfin 

2 

J- 2(GH'-G'H)6»7:, 

G, G', H, H' étant des fonctions entières de P et .des coefficients de la 
fonction M. 

Réalité des racines g. 

On démontre la réalité des racines g obtenues au n'' 114 selon la mé- 
thode indiquée au n^ 54 de la membrane circulaire et en se servant de 
la formule (/), (n« 120). 

Supposons qu'une des racines de l'équation algébrique en ^soit ima- 
ginaire et égale à a 4- ft \/— i , cette équation aura aussi pour racine 
a — byj—i . Désignons par N, n- Nj V — i » M< -f- Ma \/ — i les valeurs 
de Net M pour g^a-{-b y/— i ; les valeurs de Net M pour^~a— 6^— i 

seront N, — Na V— i , M, — Ma yj—i . On aurait donc, d'après la for- 
mule (/), 

tandis que tous les éléments de l'intégrale sont positifs, puisque ii est 
plus grand et v plus petit que 6, et par suite /x^ — v^ positif. 

34 
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REMARQUES SUR LA SPHÈRE. 



122. Considérons l'expression 



rt. r « 



y yK„.,NM, 



n=ro 



dans laquelle K,;.^ est une constante et où le second 1 se rapporte aux 
a n -h I valeurs de g qui dépendent d'une même valeur de n. Ce second 
i représente un Y„ dans toute sa généralité. Or la température d'équi- 
libre de la sphère est donnée par 

• 

(p) V..H- Y.--i f- Y,/^y'-+-..., 

/• étant la distance du point au centre et p étant le rayon de la sphère. 
On voit donc que Ton peut représenter la température de la sphère 
par la formule (/?), en y remplaçant Y„ par iK;,,^NM. 
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CHAPITRE IX. 



SUR LE REFROIDISSEMENT D'UN ELLIPSOÏDE PLANÉTAIRE 



ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES POUR UN ELLIPSOÏDE QUELCONQUE. 

123. Considérons d'abord un ellipsoïde quelconque et reprenons les 
coordonnées et les notations adoptées dans l'équilibre de tempéra- 
ture de l'ellipsoïde. 

La température de ce corps est donnée par l'équation 

d\ 

substituons aux coordonnées x^y, z les coordonnées p, a, v ou 7, /3, a 
données par les formules des n°* 106 et lOT : 

oc 

_ sj^~h^ \l'ïï^~^V sjbj^y 



c\l~c—b^ 
C dv 

rp . dp 

Je ^(p'— b'){p' — c') 



H 
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et Doas aurons, au lieu de réquation (i). 



, rf'V rf'V rf'V 

I d\ 

a^c' '^ ' ^ ' ^ dt 

Pour obteDÎr une solution simple, posons 
G étant une constante et U étant indépendant de /; nous aurons 

Essayons de poser, comme au n^ 109, U = NMR, N, M, R étant res- 
pectivement fonctions de v, /x, p ou de a, /3, 7, et l'équation précédente 
donnera 

(2) { 

- ^!(p'"l^')(v*-P')(A'-^')• 
On a identiquement 

(P»--PL^)V* (v».-p')^*-f-(p.'- V^)p*.---(p^- |UL«)(v^- p=)(^'_v'), 

et il en résulte qu'on satisfait à l'équation (i^) en posant 



1 rf^N 
N doi" 








I d^R 


a^ A P' 



K <//=* 
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en prenant pour A et ^ deux constantes, et ces trois équations différen- 
tielles ordinaires peuvent s'écrire 

(^^-. 6'J (^^ - c') Ç^ 4- [2^» ^-(6-^ ^ c')^] ~- -- (- cr'^L* ^- A^'- ^c^M, 
(p^-6')(p»--c')-^+[2p»-(6»-+-c«)p]-^- -'- (r^p*-i-Ap^-g^6-')R; 

A etg^ sont deux constantes à déterminer, et c'est même cette détermi- 
nation qui fait la principale difficulté de la question. Mais, dans ce qui 
va suivre, nous nous bornerons à considérer Tellipsoide planétaire. 



ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES POUR L'ELLIPSOÏDE PLANÉTAIRE. 



124. Si Tellipsoïde est planétaire, tous les ellipsoïdes homofocaux 



p' ' p^-- 6' p^— c* 

sojit de révolution autour de l'axe des z, et Ton a fe - o. 
En faisant, comme au n"^ 108, 



nous obtiendrons 



X -- pcos4' sincp, X-- psin4'sin9, z - - sjçj^—c^ cosç, 
et nous aurons, pour les deux équations qui donnent M et N, 

\c^— (c'— 6')cos*cp] -T-j -i- (c'-- 6=^)sin(p coscp -,— 

-- [A(c'— 6')cos»9 — (A — g^)c»H- o''(c^sin'9-i- 6\cos»<p)']M~o, 

rf'N rfN 

(c' - ft^cos'^») -jrj -^ ft'sinvj; cos^l^ --rr - (A6»cos*i|; — gc^- a^ b* cos* \\f )^ ~ o. 
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Pour 6 = 0, ces deux équations deviennent 

(i — cos*9) -i-y -h sin<pcos<p -. [h cos^cp - (A - g) -\- (t^c^ sin^(p]M : o, 

comme N doit être une fonction de ^ qui reste invariable quand on y 
change <{^ en 4* + 2;:, on a g^ = /*, / étant entier, et 

N Csin/ij; + C'cos/i^. 

Posons cosf = w, et l'équation qui donne M deviendra 

{a) -^ > — -^ f- A - -^ - cr^e'( 1 - a') M ^ - o . 

Posons aussi p^ = r^ -^ c*, et l'équation en R devient 
on passe de l'équation précédente à celle-ci par le changement de u en 

c ^ 

Si l'on suppose que ta surface de TeHipsoide rayonne dans un milieu 
dont la température est constante et prise pour zéro, et qu'on désigne 
par dn l'élément de normale à la surface, on a 

rfV 



dn 



-+-6Vr=o 



pour l'équation à la surface, et, d'après le n*^ 106, on a 



il en résulte pour l'équation a la surface 






/>V r-r O 
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ou 

- . - • • -1- -î- ft V -- o. 

Si c est très-petit, cette équation se réduira sensiblement k 

-, I 6V: -O, 

ar 

et pour la solution simple elle se réduira à 

ar 

ot déterminera la valeur de la constante c. 

Dans le cas oii l'ellipsoïde serait très-grand, la valeur r© de ra la sur- 
face serait très-grande; posons rc-~j\ l'équation à la surface devient 

et elle se réduit sensiblement k V :-^ o. 

Dans ce qui va suivre, nous supposerons ou que toute la surface soit 
entretenue à la même température zéro, ou que Texcentricilé du méri- 
dien de l'ellipsoïde soit très-petite; c'est seulement alors qu'on pourra 
poser pour la solution simple U = NMR. Dans le cas général, on serait 
obligé de prendre U de la forme NF(p, 9), et F (p, ç) ne serait plus le 
produit d'une fonction de p par une fonction de 9; on pourrait la déter- 
miner par une méthode semblable a celle que j'ai exposée dans mon 
Mémoire sur le mouvement de la température dans le corps compris entre 
deux cylindres de révolution [Journal de M. Liouville, t. XIV, a* série); 
mais cette méthode conduirait a des calculs extrêmement compliqués. 



SUR LA DÉTERMINATION DE LA CONSTANTE h ET DE LA FONCTION M. 

125. La solution simple est de la forme 

(c) V r.-^ NMRe-"-". 

Lorsqu'on faite =1^0 dans l'équation (a), elle se rapporte a la sphère, 
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et alors h se réduit à Texpression /i(n-f-i) dans laquelle n est un 
nombre entier; donc, si Ton pose 

et qu'on développe h suivant les puissances ascendantes de e, le premier 

terme de la série sera égal à n (n-f- 1). D'ailleurs, comme nous venons 

de le dire, on a 

Ni -Csin/q^-i Ccos/iJ^, 

/ étant un nombre entier, et, comme dans le cas de la sphère, / a pour 
valeur un des nombres o, i, 2,..., /i. 

Il est facile de comprendre que la solution (c) doit être fonction des 
coordonnées d'un point du corps, et par suite que NM est fonction de u, 

sinvpv^i — tt^, cosij^Vi —u^'^ donc, puisque sin/^J^ et cos/^j;, qui entrent 
dans N, sont des fonctions homogènes du degré / de sin^ et cosi]^, la 
fonction M est de la forme 

M-(i-a»)'T, 

T n'étant ni nul ni infini pour m = i . 
Dans l'équation (a), faisons 

M - - Mo-i-M,e -H Mje- -- Mse^-r- • • • - 

Mo, M^,... étant des fonctions, et h^, A,,... étant des constantes qui no 
renferment pas e; alors l'équation [a) se décompose en un nombre 
infini d'équations 

-L—^ ^-i + [A, - -^ M. -- o, 

_j ^— !l^' n- (A. — - ) M, -i- (A, - I 4- M') M. ^ o, 

du \ I — «'/ 

J ^^ " ' + Ui,-- ^-f-^jM,H-(A,-i + «')M,-rA,M. = o, 
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La quantité h doit être déterminée de manière que M soit une fonc- 
tion périodique de (f et dont la période soit 2n, ou, ce qui revient au 
même, on doit choisir A,,, h^^h^,... successivement, de manière que les 
fonctions Mo, M4,... soient des fonctions ayant 27: pour période. On 
pourrait déterminer directement Ao» A|,... (*)» et c'est à quoi Ton serait 
obligé dans d'autres occasions semblables; mais il est évident que Mo» 
M|, M2«... satisferont à la condition exigée, si, en développant le fac- 
teur T de M en la série 

T:^T.-4-T,e-f-T,e»-f-. .. , 

on peut obtenir pour To, T|, T^,... des polynômes entiers et rationnels; 
or les fonctions Mo« M|, M2«... jouissent en effet de la propriété remar- 

quable d'être les produits de (i— m*)* par des polynômes entiers et 
rationnels. 

Le premier terme h^ de la série qui donne h est égal k n(7t-f i); la 

valeur de Mo est aussi connue : elle est égale, comme on sait, à 

m« / .x^r / (n—l){n — l — 'i) , 

^ ' L 2(2/1 — i) 

(n-/)(n~/-i)(n-/-2)(/i-/-~3) ^^_^ 1 

2.4(2/1 — i)(2n — 3) J 

il nous suffit ici de remarquer que Mo est égal à (i — u}y multiplié par 
un polynôme entier du degré /i — /, et nous en conclurons, comme on 

va voir, que M|, Ma,... sont les produits du même facteur (i —m')* par 

(') En exprimant que M a la période air, on trouve la formule 
dont on tire les équations 

t/O t/O t/o Jo 

de la première de ces équations on tire h^, on le porte dans Téquation en M, et Ton déter- 
mine la valeur de M, , qu'on porte dans Téquation qui donne A, ; et ainsi de suite. 

35 
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un polynôme entier et rationnel, si Ton choisit convenablement A^ 
^2,... (*)• Mais, avant d'aborder la solution générale, considérons un 
cas particulier. 



EXEMPLE D'UH CALCUL D'UNE VALEUR DE M. 



126. Supposons n — i ; alors / a les valeurs zéro ou i . Considérons 
les équations 



du 
i^ Soit / = o; on a Mo = M. Posons 

M, = au* -+- 6a, 

et substituons dans l'équation enM|, nous aurons 

(— loa -hi)«i*-f-(6a-f- A,— i) w = o, 



et par suite 



I . 2 

lO 5 



b est arbitraire, comme cela peut se voir à priori; en effets si Ton mul* 
tiplieTexpression Mo-i-M,e-i-M2Ê^-4- ... par n- A ,£H-A2 €*-!-..., quelles 
que soient les constantes A| , A^, . . ., l'expression obtenue pourra encore 
représenter M; mais le coefficient ci-dessus change ainsi d'une manière 
arbitraire. Faisons 6 = o, et nous aurons 



M. r-T -i- u\ 
lO 



( * ) On doit remarquer TaDalogie de cette méthode avec celle que nous avons adoptée dans 
la théorie de la membrane elliptique (n"^ 60). 
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Posons 

et nous aurons 

( - 28c -\ ) a*-f- (20c*— lorf— F" ) "' "^ {6rf-r /i,)ar-z o; 

par suite, 

"-""i' ''""s^* ^^"'g^* 

e est arbitraire; prenons-le égal à zéro» et nous aurons 

1 

i"^ Soit / - - f ; on a Mo ^- ( I - w^p . Posons 

^y-[i—u'y[au''-\-b) 

et nous trouverons par la substitution 

a — — > A, zr: |, 6 arbitraire. 
10 5 

Supposons 6 ^ o, et posons 

M, =: ( I — a' r ( ctt* -f- rfi/' 4- ^ ), 
nous trouverons encore facilement par la substitution, en faisant e= o, 

C-==-7^j d=^7r^ > /la — 



a8o 35oo 1760 



DËHONSTRATION DU CAS GÉNÉRAL. 

127. Quel que soit n, on peut déterminer A|, As^ Ati-*» de manière 
que M|, M,,... soient des fonctions de 9 à période 2;:, et alors, si 
Ton pose 

M. = (i ~ M*)-T., M. =^ (i - a»)>T„. . . , 

T«, T|,To,... sont des polynômes entiers et rationnels dont le degré 

va en croissant de deux unités d'un polynôme au suivant. 

35. 
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Désignons par i un nombre entier quelconque; pour démontrer cette 
proposition dans toute sa gépéralité, il suffit de considérer l'équation 
qui donne M|, de supposer que Mo» Mo..., M|_| aient la forme indi- 
quée, et de prouver que M; peut aussi être de cette forme, si Ton choi- 
sit convenablement A|-; c'est ce que nous allons faire. 

M| est donné par Téquation 

W -- -rfS J +["'""* ''"T=Ï=J"' 

( -+- (A, — I -h a' ) Mi_, -4- hMi^i -4- . .H- AiM* ^ o. 

Supposons que Ton ait 

/ / / 

M.:=(i~a»)^P„ M,r:=i(i-a»)^P...... M,-. ^ ( i - i/»)"' P*-„ 

Po étant un polynôme entier du degré n — /, P| du degré w — / -H 2, . . . . 
Pi_, du degré n — l-h 2(1 — 1).* 
Quoique Po soit un polynôme que nous connaissons, posons 

et aussi 

/ 

M<=:(l— M'j'P/, 

P,. = b. M»-'+''' -h ft , it- -/+»'-» -t- . ; 
substituons dans les deux premiers termes de [d) et dans le dernier 

et divisons par (1 — u^Y\ nous aurons 

— 2 (/-{- i) [(n — / -h 2/)6,a"-'-*-"'-4- (/i — / 4- 21 — 2)*,w"-'-^»'-'4-. . . 

4-(i— it>)[(n — /4-2i)(/i — /-+- 2 / — 1 ) i. tt«-'+"-î 

4- (» — / -t- 2/ — 2) (n— / H- 2i — 3)6,ii«-'"'-^ 4- . . .] 
4- Ai (a, a"-' 4- a, a»-'-' 4- «,«'^^-^4- . . .). 
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En divisant par {i — u^y tous les termes restants de Téquation {d) 

(A,— n- a*)Mi-,-t-/ijM/_,n|- . .4-A,_,M„ 

on aura un polynôme de la forme 

dans lequel les coefficients Gof G4, Gs»... doivent être considérés 
comme connus. 

La somme des termes (e) et (/) est nulle, quelle que soit u. Le 
terme dont le degré est n — l -h 21 — 2k donnera donc 

4 (/i— /h-2/— 2A"— 2)(n— /-f-2i— 2A"— 3)6*_,-4-(a4_iA,)-4-Gifri— o. 

Nous mettons le terme â^-iA^ entre parenthèses, afin de rappeler que, 
si k est </, ce terme doit être supprimé. Si Ton simplifie le coefficient 
de b/fj cette équation devient 

J2(A'— l)(2/l + 2l — 2/r-l-l)6| 

( -f-(/i— /-f-2i— 2/r — 2)(n — /4- 21 — 2*-— Z)bk-x-^{ak-ihi)'hGi=:o. 

Donc le coefficient de bi^ue s'annule que pour une seule valeur de^, 
k=i. Faisons successivement A = o, 1,2,..., nous aurons les équa- 
tions 

— 21 (2/1 -h 21 -t i)6«-+- G# = o, 

2(1— i)(2n4- 21 — 1)6, -f- (n — / -h2i — 4)('i — /-+- 21 — 5)6, -f- G, -- o, 

La première donnera 60, la seconde &i, et ainsi de suite jusqu'à 6|_i; 
l'équation de rang i H- 1 ne donnera pas 6,-, parce que le premier terme 
de cette équatioi» s'annule; mais elle renfermera hi et elle servira à le 
déteriQiner. 

J'écris la première des équations suivantes, que j'obtiens en fai- 
sant k = î-\-i dans l'équation {g); elle est 

(A) 2(2/1 --i)fti+,H-(n— / — 4)('»— /— 5)6,H-aiA,-hG/+, = 0. 
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Pour obtenir la dernière de ces équations, distinguons le cas où n—l 
est pair et le cas où il est impair. Si n — / est pair, le dernier terme de 
Po est a„_/»et le dernier terme de P,- est fe„_/ ; on en conclut que la der- 



-+-I 



nière équation se déduit de la formule {g) en faisant k = 1- i et 

qu'elle est 

(/) \n{n-^i)'~ l(l-^i)\b„^i -+-66;,-/ -f- A,a„__H- G„_/ — o. 

7. ■* 2 2 

Nous pourrons faire b^_i =o; la dernière équation {/) donnera 

^n-i ♦ ^^ précédente donnera 6„_/ , et en remontant on arrivera 

à l'équation (A) qui donnera 6|% Tous les coefficients de P; seront donc 
déterminés ainsi que A|-. 

Si n — / est impair, le dernier terme de P© esta^^^.M, et le dernier 

a 

terme de P,- est b„_i^, u; on trouve de plus facilement que la dernière 

t-i 

i. 

équation est 

•A a 2 j 

Nous pourrons faire 6 ^_/_, = o, Téquation (/') donnera 6 „_/_3 , la 

a X 

précédente donnera fe,,_/_5 ., et en remontant successivement on arri- 

a 

vera encore à l'équation (A) qui donnera bi. Ainsi tous les coefficients 
feo, ^n... sont déterminés ainsi que A/, et le théorème est démontré- 



DÉVELOPPEMENT DE M POUR LES PREMIÈRES VALEURS DE n. 



128. Pour n --. o, /est égal à zéro, et l'on a 

6 \i2o i35 / V^o4o ibgo b5o5 / 
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Pour /i — I , / = o, OD a 

A, zm 2, ht-- —y ' '>r^' 



M = u-^ e -h ( -rr- M» 4- 5-= «M 

10 \28o 075 / 



e»-h 



Pour 71 = I , / ™ I , on a 



A, — 2, A, — î, A,-: ^ 



5' ' 875 

M = (i - u^y -f — M»(i — a»)^e -^ ( -4- «' -f- rr^ «'"^ ( I — «')' e^ -f- . . . . 

lO ^ \2bO 870 / 



Pour n = 2, / = o, on a 



h, -.6, A.-i^, A.r=-M_, 



21 92^' 

3 \i4 126 / \5o4 24696 ^27783 / 



42_ „A £> .^ — 



Pour 71= 2, /== I, on a 



1 1029 



^ = u(.--u^K^^u^{i^u^?^^(^^^^^ 



Pour n r= 2, / = 2, on a 



A«=6, A, :=: -, Ajizii 9 



14 \^o4 '029 / 



7 1029 



SUR L'ËQUATIOH QUI DOHNE R. 



129. R est donné par Téquation 
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qui se déduit de Téquation en M par le chaDgément de i^ en - yj—i; il 

semble donc d*abord qu'on puisse déduire R de M par ce changement; 
la formule qu'on obtiendrait ainsi pourrait bien être admise pour des 
valeurs de r plus petites que c; mais elle ne saurait être d'aucune uti* 
lité pour un ellipsoïde peu aplati. 
Posons dans l'équation (B) 

Ao» ^n-" étant des quantités qui ont été précédemment déterminées 
en même temps que la (onction M. En égalant à zéro les coefBcients 
de c^f c^, c\..., on a pour déterminer Ro, R|, R2.*.. les équations sui- 
vantes : 

^ ^ ^ ^ -[n(ii4-i)-<T»r»]R,=:o, 



dr 



et généralement 

^/ ,rfRA 
(C) ^-^r— -f'^f^ 

La première de ces équations donne Ro» qui est la valeur de R dans 
le cas de la sphère; l'intégrale générale de cette équation a été donnée 
par Legendre sous forme finie; mais il est très-remarquable que toutes 
les équations. différentielles précédentes peuvent s'intégrer aussi sous 
forme finie. 
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La valeur de R^ (n"^ 88) est la suivante 









(n — 3)(/i— 2)...(/i-T-4) * 



2\ I .2.3.4 '* 0-* J "^ ' 

[n(n-+-i) I (n — 2)(n — i) ..(n-h3) 1 

2 r^a^ 2'. 1.2.3 



fn — 4) •••('* + 5) I 



2^ 1.2.3.4*5 i*a* 



— . . . cos((Tr-f-/), 



et pour que cette expression reste finie pourr=o, il faut prendre/ 

égal k zéro ou -9 suivant que n est pair ou impair. On reconnaît aisé- 

ment, d'après cela, que, quel que soit le nombre entier n, on peut 
écrire, pour la solution qui reste finie pour r= o, 

R, = (a. r-" -f- «i r-"-^^ + a^ /— «■^*-i- . . . ) cosfor) 

+ ( c« r-"-' 4- c, r-"*' H- c, r-"-»"^ 4- . . . ) sin( or), 

les polynômes entre parenthèses devant être arrêtés k un terme con- 
stant ou k un terme en r'^ 

Nous allons prouver que toutes les valeurs de R|, Ra*. . . sont com- 
prises dans la formule générale 

l Ri=:{p. r-"-"" 4- p, r-"-»'-+-' -h p^ r-'*-^'-^* H- . . . ) cos((7r} 

I -+-(?• r-"-'»'-' 4- g. r-"-"+* 4- g, r-"-^'-*-^ 4- . . . ) sin (or), 

dans laquelle les polynômes entre parenthèses sont arrêtés comme 

dans Ro- Supposons que Ro»Ro..m R^-i soient renfermés dans la 

forme (D), où l'on fait 1 = o, i, 2,..., i— i, et démontrons que R/ est 

aussi de cette forme. A/ est une quantité connue; mais il nous sera 

plus commode de l'ajouter aux coefficients indéterminés po»/'!»-*** 

y©» y«>- • M et de prouver ensuite que la valeur obtenue pour A,- est celle 

qui a été trouvée dans la détermination de Mj. 

Partageons les termes de Téquation (G) en deux parties, l'une com- 

36 
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posée de 

(E) , [«(fi-hi)-(7'r']R,-A«T"R 



Of 



Tautre renfermant les termes restants. D'après la forme de Ro> R|»..., 
Ri'.4 dont les coefficients sont censés connus, il s'ensuit que la seconde 
partie est de la forme de (D); représentons-la par 

( (Hor-— «-hH,/^"-*'+*-h...)cos(<7r) 
(F) ' 

( -+-(Lor— ''-'-4-L.r-»- »'+'-4-...)sin(<7r), 

Ho,Lq9 H|,Li,.,. étant des nombres connus. 

Portons l'expression (D) dans (Ë), et formons les coefficients de 
^-«-21^ ^-/i-an.2^ ^ ^ ^~«-3/+a*^ qui, ajoutés à ceux de l'expression (F), 

donneront une somme nulle, d'après l'équation (C). Alors, après des 
réductions que nous ne développons pas, on trouve - 

(i) [(/iH- 2f)(ii -t- 2f — i) — n(n 4- i)]/i« — 2(n -h 7.i)(xq^ -4- H«^- o, 

(2) [(11-1-2/— 2)(n-f- 21 — 3)— /i(» -hi)]/ii ~ 2{/n-2i — 2)0-^,-4- Hi-^o, 

ik j [(/* -4-2/ — 2A-)(in- ai — 2A- — I)— n(n -h i)]p* 

I — 2(n4-2i -— 2A-)o-g*H-Hit— {A,<7''«i-,) = o. 

Dans la (*-i- ly^'^ équation, le dernier terme ne doit être conservé 
qu'autant que k est > i, et c'est pour le rappeler que nous l'avons 
placé entre parenthèses. 

Les coefficients de cos((Tr), multipliés par ,--"-2«-«^ ^-« 
^-n-a*+2A-i^ donnent de même les équations 



» • • • , 



(i') [(n 4- 2i)(/i 4- 21 + 1) — »(/i-hi)] g« — L*=r_o, 

(2') [(n -h 21 — 2)(n +21 — i)— n(» -t- r)]g,-i- 2(11 -h 21 — i)<r/>, -i- L,=:o, 



i ( [(/i-h2i — 2A*)(/i 4- 21 — aArH- i)— /i(/n-i)] Çifr 

I -H 2(114-21 —- 2A*-f- 1) opk^, 4- L* — (A,o-*''c4.-,) = o, 

et le dernier terme ne doit être pris qu'autant que k est > i. 

L'équation (i') déterminera ^o» (0 donnera />o, {^') donnera^,, {^)p^ 
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et ainsi de suite jusqu'à pi_i« Mais Téquation de rang (i + 1) » dans le 
second groupe, ne renfermera pas qi^ et ce sera la première qui renfer- 
mera A;; donc elle ne déterminera pasj9|', mais A|-. Cette équation est la 
suivante 

2(/H- l)<7/l|_, — hid^'Ct -f-L, = o. 

Considérons les équations suivantes; on les obtiendra en faisant : 
i^ k = i dans l'équation générale du premier groupe; 3^ k = i -{-i 
dans celle du second groupe; 3^ ^ = 1+1 dans celle du premier 
groupe, etc., et Ton aura 

(a) — ^npi^ %ntiqi -4- H,- — ht o^'oi = o, 

{h) (— 4^ -f- 2)5f/+i -I- 2(ft — i)(Tpi -h L/+, — Af <y»'c, = 0| 

(c) — 6(n — i)/>/+, — 2(>t — a)<7g,4., -I-H/+, — /l/(7*'a, = 0, 

Si, par exemple, n est impair, les deux dernières équations sont 

" ' — + 1 ■ ht — — +f — -— 



X X a 



On supposera nulle Tune des deux quantités p^„, , q^_, , Téqua- 

lion (/) déterminera l'autre, Téquation {g) donnera /?„_.3 . On re- 

montera ensuite la série des équations, pour déterminer successivement 
Çn-9 f Pn-b .••••? on arrivera enfin à l'équation (b) qui donnera /7f> 

— — -hl ——-+-1 

» 7. 

et à Téquatioti (a) qui donnera ^/. 

Ainsi toutes les équations sont compatibles, et R/ a là forme (D)^ 
comme il fallait le démontrer. 

RÉFLEXIONS SUR LA SOLUTION PRÉCÉDENTE. 

130. Il faut maintenant prouver que la valeur que nous venons de cal- 
culer pour hi est bien la même que celle que nous avons obtenue pré- 
cédemment en calculant M/. A cet effet, remarquons que la constante 

36. 
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a été obtenue d'abord d'^aprës cette condition que M soit une fonction 
de 9, ayant 2n pour période. Dans la fonction R calculée par la mé- 
thode précédente, changeons r en cu\f^\^ nous aurons une fonction 
qui satisfera k l'équation en M, et que nous désignerons par S; en 
désignant par S/ la fonction en laquelle se change R|-, on aura 

or il est évident, d'après la forme finie de So* S,,. . ., que ces fonctions 
de i^ = cos(p restent invariables quand on y change 9 en 9 + 271; donc S, 
considéré comme fonction de 9, a aussi un pour période, et se confond 
avec la fonction M calculée ci-dessus, quoiqu'elle ne soit pas déve- 
loppée de la même manière. Donc les quantités h^, h^, h^^... obtenues 
en calculant R sont les mêmes que celles que nous avons obtenues en 
calculant M. 

Malgré les puissances de - qui se trouvent dans la forme finie de Ro, 

nous savons que Rq n'est pas infini pour r=: o. Il y a plus; si l'on ima- 
gine la fonction R^ développée suivant les puissances ascendantes de r, 
son premier terme renfermera r" en facteur, et il est facile de recon- 
naître que, si l'on suppose Rf , Rs» . . . développés de la même manière, les 
premiers termes de R|, R2,. . . seront successivement des degrés n — 2, 
/i — 4»- • » jusqu'à ce qu'on arrive au degré o ou i ; mais, à partir de 
là, les premiers termes de toutes les fonctions R suivantes sont du 
degré o ou i, suivant que n est pair ou impair. 

Si nous voulons obtenir la solution générale de l'équation différen- 
tielle (B), il suffit de remplacer, dans la solution que nous venons d'ob- 
tenir pour R, cos((7r) et sin(c7r) par cos(Grr-i~ ^) et sin{ar~hg)^ 
pétant une constante arbitraire, et la solution générale de l'équation (B) 
qu'on obtiendra ainsi sera celle que l'on devra adopter si, au lieu de 
considérer un ellipsoïde plein, on s'occupe du corps renfermé entre 
deux ellipsoïdes homofocaux. 
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DËVELOPPEMENT DE R PODR LES PREMIÈRES YALEQRS DE n. 

m 

131. Pour n -- o, on a 
avec 

Vi^~~A — '-^ ^i^~ r-— sin(<7r)-h :5--cos(<rr), 
OT 3r*o- ' 3r* ' 

*' ^'- [-TW 7' ^ 5â 7: ) '"*("•) -^ r 735 7' -■57) '^*'^'"''' 



\1701 r» 3i5 r* 7(7 /'/ ' 

f—Q.(T* ï 0-' I l I \ -, 

\b5o5 r» 3i5 r^ 7 /••/ ' 

Pour n r^ I , / = o, on a 

R,— -i- cos( (Tr)~ --^-sin((7r). 

^ 3i *»/ii 3i\.,.^ 

R, — - cos(<7r) + — £ -^ -:- t::; -1 sin((7r), 

\ 875 r» 7 0" r*/ \o75 r* 075 r* 70-* r»/ ' 

Pour /i - 1, /-- 1, la valeur de Ro est la même que la précédente, 
et Ton a 

^ 7î ,./2i 7i\./. 

»' = - 7^ 7^ *'*''(''•) -^ (- 5 >-' -'- ih 7) ''"(•"•)• 

(20-' i 269 I i57 I \ . . 

Pour n .-= 2, on a 

«-- [-^r-^ 7) s>n(crr)+ ^ -cos{<7r), 

R, — (ûr— '^' br-^ -!- cr-**)sin(oT) -1- (rfr-' --/r-*)cos((Tr), 
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I® En prenant, si / = o, 

— Sa . —6 i8 , — 18 , 

bJ 70- 70* 7<7' 



74 iio" 261 i5 



9 



16 i5 



2"^ Si/=i, 



— ao- , — 13 3q — 3q , 

21 l4o- 140^ 14^ 

10 5» 2877 ^ i3q 

° 3.7* 4.7* 14 0" obo* 



4o i3q 



3° Si/=2. 



<r , — 8 24 ^— *4j 

a = > = » e=--~t f— — -P-^a = o, 

7 70' 70* 7(7" 



— 25 

-9 



64 25 4i5 , — 

;i=«.73 7» * 7»o- 7 

— 20 25 

'^ ^ 3.7* 7<7' 



STAT nNAL DE TEMPÉRATURE DE L'ELLIPSOlDE. 

132. Dans ce qui précède, nous venons de montrer commetit on devra 
déterminer la solution simple. Cette solution dépend d'un nombre en- 
tier /i, ensuite d'un nombre / susceptible des valeurs o, î, 2,. .., n; 
enfin, à chaque système de valeurs pris pour n et / correspondent une 
infinité de valeurs de cr, déterminées par l'équation à la surface. 

Groupons ensemble toutes les solutions qui dépendent de n = o, en 
les rangeant suivant l'ordre de grandeur croissante des quantités a; 
groupons de même toutes les solutions qui dépendent de /i = i, et ainsi 
de suite; enfin faisons la somme de tous ces groupes de solutions, 
nous aurons ainsi la formule générale qui exprimera le refroidissement 
d'un ellipsoïde donné ; on déterminerait ensuite les coefficients d'après 
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l'état initial de Tellipsoîde, suivant une méthode qui a été trop de fois 
employée pour qu'il soit utile de la répéter. 

Si le temps qui s'est écoulé depuis l'état initial donpé est assez con- 
sidérable, la solution se réduira sensiblement aux termes qui dépen- 
dent des plus petites valeurs de d, et pourra même se réduire à un seul 
terme au bout d'un temps très-grand. Il faut donc examiner comment 
on pourra reconnaître les plus petites valeurs de a. 

Écrivons l'équation qui donne R 



U) 






on ai relativement ^ cette équation» les propriétés suivantes : A, dont 
le développement est 

dépend non-seulement de n^ mais aussi de /, et croit avec ces deux 
nombres, et la racine a de l'équation à la surface 

R = o ou -r--f-6R = o, 

ar 

qui a lieu pour r^r^, croit à la fois avec n et avec /; donc I^ plus 
petite des racines a correspond à /i = o. Mais il n'est pas facile, comme 
dans l'exemple du n^ 48, de voir que le coefficient de R dans l'équa- 
tion (A) décroit avec n et /, et les propriétés précédentes sont, au con- 
traire, très-difficiles à démontrer. Contentons-nous, pour l'application 
qui va suivre, de remarquer que, quand c est très-petit, la plus petite 
racine a correspond à /i = o, comme dans le cas où c est nul. 

Au bout d'un temps très-grand, la solution se réduit donc au terme 
simple pour lequel n est nul et qui correspond à la plus petite valeur de 9\ 
nous le représenterons par 

U = CMRr--''", 

C étant une constante, et nousaurons, en faisant tt = cos9(n^ 128 et 131), 

6 \ï2o i3o / 

„ sin(a/') ,r 1 . / X o" /H 

R= — - — + c»[- 37,sin((Tr)-h3yïCOs((7r)J-+.. . 
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CAS on L'ELLIPSOÏDE EST TRÈS-GRAND ET PEU APLATI. 



133. L'équation à la surface est 

à^ AIT 

h 6U — o pour r = r„ 

To étant la valeur de r à la surface. Si rellipsoîde est très-grand, le 
premier terme de cette équation sera très-petit en comparaison du 
second, et comme c est très-petit l'erreur relative commise sur ce 

premier terme sera elle-même très-petite, si on le remplace par -^ • 

On peut donc remplacer cette équation par 

(B) l^^^frR^o, 

qui déterminera la valeur de a. Cette équation peut être réduite, dans 
une première approximation , à 



smoTo 



o; 



la plus petite racine positive est égale à -• Il faut faire deux correc- 

tiens à cette racine : Tune provenant de ce qu'ont négligé la première 
partie de Téquation (B), l'autre de ce qu'on a supposé c = o. La pre- 
mière correction est facile à calculer, et d'ailleurs elle a été déter- 

minée (n® 92), elle est — -v-^*, ainsi, après cette correction, nous aurons 

TT TT 

" Ta brl 

Pour faire la seconde correction due à l'excentricité^ posons 
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en regardant /comme très-petit, et substituons dans l'équation {n" 132) 



(C) 



sin(oTt) 



-hc' 



j^sin(o;r,)-h 3^ cos((rr.) 1 = o. 



nous aurons 






ainsi nous obtenons 



ni 
(T — -il 



1 ï^ c^X 

Ir. 3 r\) 



Portons cette valeur de a dans l'expression de R, en y faisant r=rQ, 
c'est-à-dire dans le premier membre de l'équation (C), et nous aurons 



C^TT 



^'^~br\ 3&r;'' 

donc la température à la surface est donnée par la formule 

si l'on se rappelle que u = COS9, et la valeur de M au numéro précé- 
dent. 

L'expression qui donne l'accroissement de température, quand on 
s'enfonce de i mètre suivant la normale, est 



g = -CM 



dn 



,—a^*t 



m 

dn étant l'élément de la normale à la surface^ de l'ellipsoïde. 
Or on a 



rfR/ C'Y / c , \"' rfR/ I C . , \ 



rfR rfR/ 
dn 



11 en résulte 

g=-C^^.-^)(.+ g^-^-g-s.n»9J 



37 
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Si l'on désigne par G la valeur de g pour 9 = -9 c'est-k-dire à l'équa- 
teur, on aura 

g c" fr' — 3 

4- n- - 



G r' 6 



COS"(p. 



Toutes ces formules peuvent être appliquées au globe terrestre; mais 

I c^ \ 

son aplatissement qui est de ^j ou le rapport — = -.- sont de trop 

petites quantités pour qu'elles modifient sensiblement les résultats ob- 
tenus en négligeant Texcentricité du méridien. 



FIN.. 
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